SINTEZA LUCRARII

Conform Anexei Ila a Actului Aditional Nr. 1 la Contractul 560/07.01.2009, pentru anul 2009 au
fost prevazute trei obiective stiintifice:

01 (Co)omologie ciclica si (co)omologie Hopf-ciclica.
02 Produse tensoriale twistate de algebre.
03 (Co)omologie simetrica si coomologia grupurilor.

Rezultatele obtinute in vederea indeplinirii acestor obiective se regdsesc in cele 5 articole scrise.
Dintre acestea unul este deja publicat intr-o revista cotata ISI, unul este acceptat spre publicare
intr-o revista cotata ISI, iar celelalte au fost trimise spre publicare in reviste cotate ISI, conform
urmatorului tabel:

Art. | Ob. Articole elaborate

Al | Ol | Abdenacer Makhlouf si Dragos Stefan, Coactions on Hochschild Homology of
Hopf-Galois Extensions and Their Coinvariants, va apare in Journal of Pure
and Applied Algebra, articol disponibil online la adresa arXiv:0810.5326.

A2 | Ol | Andrei Chites si Costel Chites, Separable K-linear categories,
arXiv:0911.4959v1, trimis spre publicare.

A3 | O2 | P. Jara, J. Lépez, G. Navarro si Dragos Stefan, On the classification of
twisting maps between K" and K™, arXiv:0805.2874, trimis spre publicare.

A4 | O3 | Doru-Mihai Staic, Symmetric cohomology of groups in low dimension,
Archiv der Mathematik, 93 (3), 205-211, (2009), arXiv:0912.0042.

A5 | O3 | Doru-Mihai Staic, Secondary cohomology and k-invariants, arXiv:0909.1086,
trimis spre publicare.

Criteriul minim de performanta asteptat pentru anul 2009, stabilit In Anexa IIb, este de un
articol acceptat spre publicare intr-o revista cotatd ISI. Avand in vedere lista publicatiilor din
tabelul de mai sus, consideram ca toate obiectivele au fost indeplinite integral din punct de
vedere stiintific.

Vom prezenta in continuare cele mai importante rezultate stiintifice obtinute.

Articolul Al

Fie A 0 K -algebra si fie H o algebra Hopf. Prin definitie, vom spune ca A este 0 extindere
H -Galois a lui B daca se da un morfism de algebre p, : A— A® H, care defineste o structura
de comodul pe A, astfel incat aplicatia canonica

By i A®; A A®H, B,=(M,®H)(A®; p,)
este bijectivd. Aici m,: A® A— A reprezinta aplicatia de multiplicare pe A, iar B este
subalgebra elementelor coinvariante din A, adica a acelor clemente ae< A astfel incat
pa(d) =a®l. In continuare B < A reprezinti o extindere H -Galois data.

Pentru un A-bimodul M vom nota omologia Hochschild a lui A cu coeficienti in M prin
HH.(A,M). Deoarece B este o subalgebra a lui A, omologia Hochschild HH_(B,M) a lui B
cu coeficienti In M are de asemenea sens. O trasatura remarcabild a acestor grupuri de omologie
este ca H actioneaza pe HH, (B, M) via actiunea Ulbrich-Miyashita, conform [St]. Presupunand


http://arxiv.org/abs/0810.5326
http://arxiv.org/abs/0911.4959v1
http://arxiv.org/abs/0805.2874
http://arxiv.org/abs/0912.0042
http://arxiv.org/abs/0909.1086

ca M este un bimodul Hopf, pot fi definite structuri suplimentare atat pe HH, (B, M) cat si pe
HH, (A, M). Reamintim ca M este un bimodul Hopf daca M este un A si un H -comodul, iar
cele doud structuri sunt compatibile intr-un anumit sens, pe care nu il vom explicita aici. Mali
precis, se poate arata ca in acest caz HH, (B, M) este un H -comodul, iar HH, (A, M) este un
comodul peste C, :=H /[H,H], coalgebra cat a lui H prin subspatiul generat de comutatorii

elementelor din H .

Scopul acestui articol este de studia coinvariantii celor doud coactiuni descrise mai sus,
avand in vedere ca aplicatie importantd calculul coinvariantilor omologiei ciclice a lui A, in
cazul in care extinderea B — A este central Galois. Aceasta ultima problema a fost pusa de
Martin Lorentz in [Lo] pentru extinderi Galois clasice (actiuni ale grupurilor finite de
automorfisme ale lui A). Ca instrument de lucru am folosit sirul spectral Grothendieck, pe care
I-am reformulat si apoi redemonstrat intr-o forma convenabila:

Propozitia 2.3. Fie G:A—> X%, F:Z—> A si H: A — A trei functori exacti la dreapta care
comuta cu sumele directe, unde A, ¥ si A sunt trei categorii abeliene cocomplete si care au
suficiente obiecte. Presupunem ca U este un generator in A si ca ¢:FG—>Heste o

transformare naturald. Daca @(U) este un izomorfism iar G(U)este F -aciclic atunci existd un
sir spectral natural in X , de forma
L F(L,G(X)) =L, H(X).
Pentru a aplica acest sir spectral in cazul care ne intereseaza (spre exemplu cand A este
categoria bimodulelor Hopf) avem nevoie de o serie de proprietati ale grupurilor HH, (B, M) si
HH, (A, M). Acestea sunt studiate in prima si a doua parte a lucrarii. Mentionam aici numai un

singur rezultat, care joacd un rol fundamental in intreaga lucrare. Este vorba de Propozitia 1.10
(1), care poate fi reformulata astfel: pentru orice bimodul Hopf HH, (B, M) este un SAYD-

modul. Aceste module reprezinta coeficienti pentru coomologia Hopf ciclica si reprezinta
ingredientul principal in calcularea coomologiei ciclice relative a algebrelor tare graduate,
conform [JS]. O consecintd importantd a acestui fapt este cd algebra R, a elementelor
cocomutative in H actioneaza pe HH,(B, M). Rezultatul principal al celei de a doua parti a
lucrarii este dat in Teorema 2.23.

Teorema 2.23. Fie H o algebra Hopf cu antipod involutiv, care are suficiente elemente
cocomutative si astfel incdat Tor’ (K,H)=0 pentru n>0. Daci B A este 0 extindere H-
Galois fidel plata si V este un C,, -comodul stdng injectiv atunci exista un sir spectral
TorpRH (K,HH,(B,My, V)) = HH (AM). V.

In rezultatul de mai sus [, reprezintd produsul cotensorial peste C,, . Spre exemplu dacd H este
algebra grupala a unui grup G, atunci R, este H iar C, are ca baza multimea T(G)a claselor de
conjugare in G. Mai mult, daca se ia o clasa de conjugare o si V=Ko atunci
HH, (A M), V coincide cu grupurile de omologie HH; (A, M) considerate de Victor Nistor

pentru a calcula coomologia ciclica a produselor incrucisate. Cazuri particulare ale sirului
spectral din Teorema 2.23, deja cunoscute in literatura matematica, sunt reobtinute in Corolarul
2.26 si Corolarul 2.28.

Teorema 2.23 capata o forma speciala in cazul in care H este de dimensiune finita peste



un corp de caracteristicd zero. Pastrand ipotezele si notatia din Teorema 2.23, in Teorema 2.25 se
arata ca sirul spectral degenereaza, transformandu-se intr-un izomorfism

K®g, HH,(B,M, V)=HH (AM) V.
Acelasi izomorfism se obtine dacd H este comutativa si finit dimensionald peste un corp K a cérui
caracteristici nu divide dimensiunea lui H (a se vedea Teorema 2.33). In cazul clasic, al unei
actiuni Galois de grup Galois G, algebra Hopf H este (KG)", duala algebrei grupale KG. in

particular rezulta ca HH..(B) este un H-modul, iar izomorfismul de mai sus devine

HH.(A)° = p,+HH.(B),
unde p, este elementul din H care verificd p,(g) =9, ,, pentru orice g din G (Corolarul 2.35).
Relatia de mai sus ne arata ca daca actiunea Ulbrich-Miyashita pe HH.(B) ar fi triviald atunci

subspatiul invariant la actiunea lui G pe HH..(A) ar coincide cu HH..(B). Se stie insa ca aceasta

proprietate nu are loc in general, dar are loc pentru actiunile Galois centrale. De fapt acesta este
rezultatul central din [Lo], care constituie punctul de plecare al articolului nostru.

In ultima parte a lucrdrii definim extinderile Hopf-Galois centrale si aratam ca pentru
acestea actiunea Ulbrich-Miyashita este triviald (Propozitia 3.5). In consecintd, pentru o extindere
H-Galois centrala B < A, un H-comodul V si un bimodul Hopf simetric M se arata ca

HH. (AM)O,V =HH_ (B,MO,V),
de indatd ce caracteristica lui K nu divide dimensiunea lui H. Metoda folositd pentru
demonstrarea acestui izomorfism ne permite sa exprimam HH_(A,M) in functie de

HH, (B, MO, K) astfel

HH,(AM)=Z®, HH (B,MO,K),
unde Z este centrul lui Aiar Z':=Z (1 B. Sperdm ca acest ultim izomorfism s fie util pentru
calcularea omologiei Hochschild a lui A in functie de aceea a lui B.

Rezultatul central al acestei parti, si care a reprezentat motivatia initiala a acestui articol,
este Teorema 3.13 in care se arati ca HC,(A)®" si HC,(B) sunt izomorfe pentru orice extindere

H-Galois centrala B < A, unde H este o algebra Hopf finit dimensionala astfel incat
caracteristica lui K nu divide dimensiunea lui H. In final se construieste un exemplu de extindere
Hopf-Galois centrald care nu este comutativd (prin definitie orice extindere Hopf-Galois
comutativa este centrald).

[Lo] M. Lorenz, On Galois descent for Hochschild and cyclic homology, Comment. Math.
Helv. 69 (1994), No. 3, 474-482.

[JS] P. Jara si D. Stefan, Cyclic homology of Hopf algebras and Hopf Galois extensions,
Proc. Lond. Math. Soc. 93 (2006), No. 1, 138-174.

[St] D. Stefan, Hochschild cohomology of Hopf Galois extensions, J. Pure Appl. Algebra 103
(1995), 221-233.

Articolul A2

Calculul (co)omologiei ciclice a unei algebre asociative este o problema extrem de dificila.
Aproape in toate situatiile cunoscute acest calcul se bazeazd pe determinarea prealabild a
(co)omologiei Hochschild. Relativ recent s-a definit omologia ciclica a unei categorii k-liniare,



adica a unei categorii mici in care morfismele dintre doua obiecte arbitrare formeaza un spatiu k-
linear, iar compunerea morfismelor este biliniara. Varianta clasica a (co)omologiei ciclice a unei
k-algebre A se poate recupera din cea noua considerand categoria k-lineara a modulelor proiective
finit generate stangi (sau drepte) peste A. Prin analogie, pentru a studia (co)omologia ciclica a
unei categorii k-liniare, este important sa se cunoascd bine propriettile (co)omologiei
Hochschild-Mitchell a acelei categorii (ultima teorie de (co)omologie reprezintda analogul
(co)omologiei Hochschild a unei algebre). Scopul articolului A2 este de a investiga acele
categorii k-liniare A care au coomologia Hochschild-Mitchell cea mai simpla, adica sunt de
dimensiune zero in raport cu aceasta teoriec de coomologie. Reamintim ca A are dimensiunea
Hochschild-Mitchell zero daci H'(A,M)=0, pentru orice A-bimodul M (coomologia
Hochschild-Mitchell are coeficienti in categoria abeliana a A-bimodulelor). Aceste categorii
liniare sunt numite separabile. Primul rezultat important din articol (Teorema 2.3) oferd o
caracterizare a categoriilor liniare separabile. Mentionadm aici numai o parte din aceastd teorema,
si anume

Teorema O categorie k-liniard este separabila daca si numai daca exista un idempotent de
separabilitate.

Prin definitic un idempotent de separabilitate este dat de o familie de forma (a)) unde

X,yehy
Ajeste multimea obiectelor in A, iar elementele a)’ € Hom,(y,X)®, Hom,(x,y) satisfac
anumite conditii de normare si de comutare cu morfismele din A. Folosind aceasta descriere a

categoriilor liniare separabile se demonstreaza apoi o proprietate de finitudine a acestora (o
teorema de tip Zelinsky).

Teoremia O categorie liniara separabila este local finita, adica spatiul morfismelor este finit
dimensional pentru orice doua obiecte.

Existenta idempotentilor de separabilitate este de asemenea folositd pentru a gasi conditii
necesare si suficiente de separabilitate pentru categoriile liniare generate de grupoizi si categorii
delta. Mai precis are loc urmatorul rezultat

Teorema Fie KA categoria liniara generata de o categorie mica A.
a) Daca A este un grupoid atunci KA este separabila daca si numai dacd pentru orice obiecte
x si y multimea A(X,Y) este finitd si caracteristica lui k nu divide cardinalul lui A(x, y).
b) Daca A este 0 categorie delta atunci kA este separabila daca si numai daca A este
discreta.
Prima parte a teoremei reprezintd o teorema de tip Maschke pentru grupoizi.

Articolul A3

Produsele tensoriale twistate reprezinta generalizari naturale ale produselor tensoriale de algebre.
In geometria necomutativa ele modeleaza produsul spatiilor necomutative. Daca A si B sunt doua
algebre iar 7:B® A—> A®B este o aplicatie liniard care satisface anumite relatii de
compatibilitate cu multiplicarea si unitatea algebrelor A si B, atunci se poate defini o noud
aplicatie liniara

m:=(m,®m;)-(A®7®B)
in raport cu care A® B devine o algebrd asociativd si cu unitate, notatd cu A®, Bsi care se

numeste produsul tensorial twistat (relativ la z) al algebrelor A si B. Pentru cele mai simple



algebre A= B =k®problema determindrii aplicatiilor 7 care definesc ca mai sus o structurd de
algebra asociativd pe A® B a fost abordata in [Ci]. Chiar si in acest caz simplu problema s-a
dovedit foarte dificild, necesitdnd constructii ingenioase.

In articolul A3 ne-am propus sa atacim problema clasificarii aplicatiilor 7 in cazul in care
A=k"si B=k™. Datoritd caracterului destul de tehnic al rezultatelor obtinute este practic
imposibil si le descriem in detaliu. in schimb, vom incerca si facem o prezentare generald, cu
trimitere la articol pentru fiecare rezultat discutat.

Un rol central in lucrare este jucat de perechile (I, R) formate dintr-un graf orientat T" si o
reprezentare R a acestuia care satisface anumite restrictii (R este unitara, splitata si factorizabila, a
se vedea Definitia 1.7). O astfel de pereche se numeste admisibild. Ca un prim pas Sse
demonstreaza Teorema 1.8, in care se aratd cd existd o corespondentd biunivoca intre multimea
aplicatiilor de twistare 7 dintre A si B si multimea perechilor admisibile (I',R). Asadar, acum
problema s-a redus la a clasifica perechile admisibile (I',R).

Pentru a masura complexitatea grafului I" se introduc doi invarianti numerici: rangul si
rangul redus al lui T", si se folosesc aceste notiuni pentru a caracteriza componentele conexe ale
lui T, in cazul in care rangul redus este 1 (a se vedea Propozitia 2.4). In particular, pe aceasti
cale se produc noi exemple de aplicatii de twistare cu ajutorul extensiilor Hochschild ale unei
algebre cu nucleu dat (conform Teorema 2.11). Mai mult, in Teorema 2.13 sunt clasificate
perechile admisibile pentru care T este de rang redus 1 si nu contine niciun ciclu de lungime 2,
adica un subgraf orientat de forma

og2o0

Pentru a aborda si cazul in care I' contine un ciclu de lungime 2, mai inti se caracterizeaza
reprezentarile absolut ireductibile de dimensiune finita ale unei algebre finit dimensionale. Data o
astfel de reprezentare se descrie aplicatia care defineste actiunea cu ajutorul unei matrice
inversabile normalizate (Teorema 3.10 si Definitia 3.12). Aceasta caracterizare generala este
explicitata pentru reprezentarile absolut ireductibile de dimensiune 2 in Teorema 3.16. Dupa cum
am observat deja ca pentru a incheia clasificarea tuturor perechilor admisibile (I",R)de rang
redus 1 mai avem de descris pe acelea care contin un ciclu de lungime doi. Un caz particular
aparte este cel in care T" este chiar un ciclu de lungime doi. Aceasta situatie se rezolva asociind
perechii (I", R) o reprezentare absolut reductibild de dimensiune 2, si folosind apoi Teorema 3.16.
Toate perechile admisibile de acest tip sunt caracterizate in Teorema 4.2. Cazul general, al
perechilor (I',R) de rang redus unu cu proprietatea ca I" contine un ciclu de lungime 2 este tratat
in Teorema 4.6. Concluzionand, rezultatul principal al lucrarii ofera o clasificare completd a
aplicatiilor de twistare cu proprietatea cd perechea admisibild asociatd are rangul redus unu.
Mentionam faptul cad rezultatele lui Claude Cibils pot fi recuperate din ale noastre, deoarece
pentru pentru orice aplicatie de twistare 7:k>®k* —>k®®k?*, perechea admisibild
corespunzatoare are rangul redus unu.

[Ci] Claude Cibils, Non-commutative duplicates of finite sets. J. Algebra Appl., 5(3) 361-
377, 2006.



Articolul A4

Pentru un grup G si un G-modul A notam cu H" (G, A) grupul de coomologie al lui G cu

coeficienti in A. Grupurile de coomologie H" (G, A) au fost introduse de Eilenberg si MacLane

in [EM]. O aplicatie imediatd este descrierea extensiilor de grupuri si a modulelor incrucisate
(crossed). De asemenea, grupurile de coomologie sunt folosite in definirea k-invariantilor

asociati unui spatiu topologic conex prin arce. Coomologia simetrica HS"(G,A) a lui G cu

coeficienti in A a fost introdusa in [St], motivatia principala fiind studiul unei structuri algebrice
ternare asociate unui spatiu topologic conex prin arce.
Pentru obtinerea grupurilor de coomologie simetricd este necesara construirea unei actiuni

a grupului simetric pe complexul din care se obtin grupurile de coomologie H"(G,A). In
particular rezultd cd avem un morfism intre HS" (G, A)si H"(G, A) . Rezultatele din acest articol

se concentreaza pe caracterizarea proprietatilor acestui morfism.
Se stie cd exista o bijectie intre clasele de echivalentd de extensii de grupuri si elementele

celui de al doilea grup de coomologie H?(G,A). In articol aritim cid morfismul  dintre
HS?*(G,A) si H?(G,A) este injectiv. Apoi se di urmitoarea caracterizare a extensiilor ce
corespund cociclilor simetrici.

Teorema Cociclul corespunzator extensiei 0—> A— X — G — leste simetric daca si numai
daca existd o sectiune t:G — X astfel incat t(g)™ =t(g™).

In particular, daca grupul G nu are elemente de ordin 2 atunci orice 2-cociclu este echivalent cu
un 2-cociclu simetric. Un alt rezultat obtinut in articol dd conditii suficiente ca morfismul

HS"(G, A) in H"(G, A) sa fie injectiv.

Teorema Fie (4,+) un grup abelian cu proprietatea ca (n+1)a=0implica a=0si ecuatia
(nYx=a are exact o solutie pentru orice a € A. Atunci morfismul dintre HS"(G,A) si
H"(G, A) este injectiv.

[EM] S. Eilenberg and S. MacLane, Cohomology theory in abstract groups, I. Ann. Math. 48
(2), 51-78, (1947).

[St] Mihai D. Staic, From 3-algebras to Delta-groups and symmetric cohomology, J. Algebra,
322 (4), 1360-1378, (2009).

Articolul A5

in articolul A4 si in [St] a fost introdusa si studiata coomologia simetrica HS" (G, A). Motivatia
principala fiind, dupa cum am explicat deja, constructia unei anumite structuri ternare asociate
unui spatiu topologic. Aceasta se poate face oarecum in paralel cu definitia primului k-invariant
asociat unui spatiu topologic. Primul k-invariant k*este un element din H®*(z,(X),7,(X)) si a

fost introdus de Eilenberg si MacLane in [EM]. Invariantul k®nu este altceva decat echivalentul
algebric al primului invariant Postnikov asociat spatiului X. In literatura de specialitate nu exista
0 exprimare pur algebrica pentru ceilalti invarianti Postnikov. Articolul de fata propune un
posibil candidat (ce are o exprimare pur algebrica) pentru cel de al doilea invariant Postnikov.



Mai intai se introduce o noua teorie de coomologie, asociata unui triplet (G, A k) format
dintr-un grup G, un G-modul A si un 3-cociclu k. Pentru orice G-modul B se defineste
coomologia secundard ,H" (G, A k;B) a tripletului (G, A k)cu coeficienti in B. Coomologia
secundara generalizeaza grupurile de coomologie obisnuita H"(G, B) - mai exact coomologia
secundara a tripletului (G,1,0)cu coeficienti in B este H"(G,B). Apoi, pentru un spatiu
topologic punctat (X, x,) se defineste k-invariantul secundar al lui X ca fiind un element ,k*al
coomologiei secundare asociate tripletului (z,(X),z,(X),k*) cu coeficienti in z,(X), unde
7, (X) sunt grupurile de omotopie ale spatiului X si k*este primul k-invariant al lui X. Datorita

dificultatilor de natura tehnicd nu putem da detalii asupra acestei constructii aici, ci ne rezumam
la a mentiona ci ea este asemanitoare cu aceea a k-invariantului k*, si este in spiritul

invariantilor Postnikov. Rezultatul principal al acestei lucrari este
Teorema 3.6. ,k* este un invariant topologic in ,H*(x,(X),7,(X),k;7,(X)) al spatiului
punctat (X, X,) .

[EM] S. Eilenberg and S. MacLane, Determination of the Second Homology and Cohomology
Groups of a Space by Means of Homotopy Invariants, Proc. National Academy of
Science, 32 (1946), 277-280.

[St] Mihai D. Staic, From 3-algebras to Delta-groups and symmetric cohomology, J.
Algebra, 322 (2009), 1360-1378.
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