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Lectia 1

Introducere. Curbe 1n plan si spatiu

1.1 Introducere

Curbele plane au Inceput sd fie studiate de geometrii greci incepind cu Apollonios
din Perga, autorul unui tratat despre conice, pe care le-a studiat motivat de traiectoriile
corpurilor ceregti. Se pare cd gi Euclid ar fi scris o lucrare despre sectiunile conice, dar
aceasta s-a pierdut. Studiul conicelor a fost reluat 1800 de ani mai tirziu de J. Kepler, cel
care a formulat binecunoscutele legi ale migcdrii planetelor in jurul Soarelui. R. Descartes
si I. Newton au dezvoltat geometria analiticd §i analiza matematicd pentru a pune legile
lui Kepler pe un fundament riguros.

Alte clase de curbe au fost studiate de geometrii antici in Incercarea de rezolvare a unor
probleme de geometrie. Astfel Diocles, contemporan a lui Apollonius a introdus cisoida
(numitd astdzi a lui Diocles) pentru rezolvarea problemei duplicdrii cubului, iar Arhimede
a folosit spirala care-i poartd numele pentru a rezolva cuadratura cercului (aceste solutii
nu respectd insd cerinta fundamentald de a se utiliza doar rigla §i compasul). Incepind
cu secolul al XVIII-lea un mare numar de curbe au fost studiate, definite fie ca locuri
geometrice, fie prin ecuatii implicite (de cele mai multe ori algebrice), fie ca traiectorii ale
unor puncte materiale care se migca dupd anumite reguli.

Dupd ce L.A. Cauchy a pus bazele riguroase ale analizei matematice, J.F. Frenet i J.A.
Serret au obtinut independent (in 1852) formulele fundamentale ale teoriei locale a curbe-
lor. Incepind cu aceasta datd teoria curbelor s-a dezvoltat mai ales ca o ramuri a analizei
matematice. De asemenea studiul proprietdtilor globale ale curbelor s-a dovedit esenfial
in toplogia algebricd, teoria calitativd a ecuatiilor diferentiale, geometria diferentiald si
algebrica.

Cu toate cad unele proprietdti elementare ale suprafetelor de rotatie par a fi cunoscute
incad din Antichitate, primele studii sistematice au fost facute de L. Euler, folosind analiza
matematicd. In secolul urmitor, C.F. Gauss a adus contributii esentiale in doui articole
publicate in 1825 gi 1827, obtinind printre altele teorema egregium privind caracterul



intrinsec al curburii. Ideile sale au fost extinse de elevul sdu B. Riemann, ducind la intro-
ducerea notiunii de varietate diferentiabild. De asemenea Riemann a introdus conceptul
de suprafatd riemanniand (cum se numeste astdzi) pentru studiul proprietdtilor de pre-
lungire analiticd. A doua jumdtate a secolului XIX a fost perioada de maxima inflorire a
studiului suprafetelor, atit din punct de vedere local, cit gi global. Rezultatele obtinute se
regasesc in monumentalul tratat al lui G.Darboux aparut In perioada 1887-1896.

Acest curs este bazat pe bibliografia ,oficiald” a cursului (din figa unitdtii de curs) in
special pe [DoC]. De asemenea au fost folosite [Sty], volumele II gi III din [Sp]|, [DNF],
[Pos] etc.

1.2 Curbe. Notiuni propedeutice gi exemple

O arc de curbd in spatiu este o functie continud c : I — R™ de la un interval deschis
(care poate avea unul sau ambele capete infinite) la spatiul euclidian R™. In plus trebuie
ca ¢ sd fie de clasd C* in orice punct al lui I cu exceptia eventuald a unui numdr finit de
puncte. In acest curs vom presupune ci n este 2 sau 3 (cazul dimensiunilor superioare
este analog dimensiunii 3).

O curbd este o reuniune finitd de arce, prin urmare o curbd va avea un numadr finit de
componente conexe.

Definitia 1.1. Fie o curbd c : I — R™. Spunem cd c este regulatd in punctul ty € I,
dacd c'(tg) # 0. Dacd c este regulatd in orice punct, atunci ¢ se numeste curbd
requlatd. Un punct care nu este regulat se numeste singular.

Daca trebuie sa facem distinctia intre mul{imea punctelor unei curbe si parametrizarea
acesteia, numim multimea punctelor unei curbe suportul acesteia.

Adesea vom identifica punctul c(t) cu t si ne vom referi la punctul t al curbei. t
se numegte paramentru local al curbei. Deoarece in prima parte vom considera doar
chestiuni locale adesea vom vorbi despre o curbd si ne vom referi la un arc de curba.

Definitia 1.2. Fie c: 1 — R"™ o curbd netedd. Pentru orice t € I vectorul c’(t) € R™
se numeste vectorul tangent sau vectorul viteza al curbei in punctul t. Norma sa
euclidiand |c’(t)| se numeste viteza in punctul t.

L o _ _ 5
Reamintim c¥ pentru un vector x = (x1,-+- ,xn) € RY, x| = /(x}+ - +x2). O
primd problemd pe care o vom studia este urmdtoarea:

Problema 1. Fund date doud curbe regulate c; : I; — R™ st ¢y : [ — R™ sd se
determine o condifie necesard si suficentd ca sd existe o 1zometrie a spatiului ambiant
care duce pe ¢, peste Cs.



In anul I am intilnit o clasi de curbe plane (avind n = 2), anume conicele nedegenerate:

(a) Elipsa

(b) Hiperbola (c) Parabola

Fig. 1.1: Conicele nedegenerate

Ezercitiul 1.1. Fie ¢; : (0,27) — R?, ¢i(t) = (acos(t),bsin(t)) si co : R — R?, co(t) =
(a ch(t),b sh(t)), a,b > 0. Fie gi urmdtoarele conice

x2 yz
SE—Fﬁ—l:O,

x2 yz
Py =2px

a) Ardtati cd imaginea lui c¢; este confinutd in € , iar imaginea lui c, este continutd
in H. Este c¢; : (0,21) — € injectivd? Dar surjectivd? Aceleagi intrebdri pentru
Co: R — K.

b) Gé&siti o parametrizare pentru P.

c) Existd o curbd c: I — & bijectivd? Aceeasi intrebare pentru H gi P.



d) Determinati vectorii tangenti si viteza pentru ¢, ¢, §i parametrizarea parabolei gdsitd
la punctul b).

Un numdr mare de curbe au o definitie ,dinamicd”, spre exemplu:

Definitia 1.3. Se numeste cicloida curba descrisd de un punct care se afid pe un cerc
care se rostogoleste fard frecare pe o dreaptd.

Se numeste epicicloida curba descrisd de un punct aflat pe un cerc de razd v care
se miscd fard frecare pe exteriorul unut cerc de razd R.

Se numeste hipocicloida curba descrisd de un punct aflat pe un cerc de razd v
care se misca fard frecare pe interiorul unur cerc de razd R.

Epicicloidele din Fig.1.2.(b).se numesc cardioidd, respectiv nefroidd. Hipocicloidele din
Fig.1.2(c). se numesc deltoida (de la litera greceascd A) prima, respectiv astroida (de la
grecescul xotpo=stea) a doua.

(a) Cicloida

&

(b) Epicicloide

(c) Hipocicloide

Fig. 1.2: Autor-E. Weisstein

Ezercitiul 1.2. a*) Determinati o parametrizare pentru cicloidd, epicicloidd si hipoci-
cloidg;



b) Pentru parametrizarile obtinute anterior calculati vectorii viteza si determinati punctele
singulare ( dacd existd);

c*) Pentru epicicloidd, ardtati cd pentru r = R obtineti cardioida, iar pentru R = 2r
obtineti nefroida.

d*) Pentru hipocicloidd, ardtati cd pentru R = 3r obtineti deltoida, iar pentru R = 4r
obtineti astroida.

e**) Ardtati cd astroida este curbd Lamé (sau superelipsd), anume satisface o ecuatie de
forma
o+l =
a b ’
cuqeQ.
Un exemplu de curbd in spatiu (numitd si curbd strimb3) este elicea circulard. Aceasta
are parametrizarea ¢ : R — R3, c(t) = (acos(t), asin(t),bt), cu a,b > 0.

Fig. 1.3: Elice

Ezercitiul 1.3.  a) Ar&tati c3 elicea este o curb3 regulatd cu suportul inclus in cilindrul
de ecuatie
X’ +y°=d’.
b) Ardtati cd unghiul dintre axa cilindrului si directia vectorului tangent in punctul
t € R nu depinde de t.

O singurd curbd (vdzutd ca multime de puncte) poate admite mai multe parametrizari.
Spre exemplu aceeasi elice are atit parametrizarea c : R — R3, ¢(t) = (acos(t), asin(t), bt),
cit si parametrizarea ¢ : R — R3, ¢(t) = (acos(3t), asin(3t),3bt). Se observa ci ¢ ne di o
parametrizare mai ,rapida” a lui elicei fatd de c.

Un prim invariant al unei curbe este lungimea sa:

Definitia 1.4. Fiec: 1= (a,b) = R™ o curbd regulatd. Se numeste lungime a curbei

I:J Ve, e(t)at. (1.1)

7
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Teorema 1.1. Lungimea unui arc de curbd regulatd nu depinde de parametrizare.

Demonstratie. Fiec: 1= (a,b) = R™, c(t) = (c!(t),...,c™(t))sie: I’ = (a’,b’) —
R™, e(t) = (e!(t),...,e"(t)) doud parametriziri ale curbei. Atunci (cf. [Pos][Prop.1.1])
existd o aplicatie T: (a,b) — (a’,b’) cu t(a) = a’,t(b) = b/, si % > 0. Atunci c(t) =
e(t(t)) pentru orice t € (a,b). Vitezele celor doud parametrizari sint legate de

dc(t) de(t(t)) dt
= -—. 1.2
dt ‘ ‘ dt dt (12)
Avem ca
de(t(t)) dt L /det dt\? |dr
| = ) == 1.3
el (= E) -|E 09
Prin urmare, daci | este lungimea dat& de c si |’ cea datd de e in ([l.1) avem
b b | n i\ 2 b’
dc(t) det dt de(T) ,
1= t = . —dt = =1. 1.4
J % 'd I, Z(dT> i (14

i=1

Am folosit faptul ca % > 0. O.
Am vazut deci cd lungimea unei curbe nu depinde de viteza cu care o parcurgem.
Pentru a ugura studiul curbelor avem o parametrizare preferata:

Definitia 1.5. Spunem cd o curbdc: (a,b) — R™ este parametrizatd dupa lungimea
arcului, daca %| =1 pentru orice t € (a,b).

Se vede imediat cd dacd o curbd este parametrizatd dupd lungimea arcului, atunci

b
l:J e(t)ldt = b — a. (1.5)

a

Teorema 1.2. Orice curbd requlatd admite o parametrizare dupd lungimea arculuz.

Demonstratie. Fie c: [ = (a,b) — R™ o parametrizare a curbei. Fixdm un t, € [ gi
definim

1(t) :J ¢(s)|ds. (1.6)

Evident d}i(tt) = |¢(t)] > 0. Prin urmare functia 1 : I — | este continud gi crescdtoare

(J] = Y(I) este, din continuitatea lui 1, un interval). Prin urmare existd o functie inversd
t:] — I §i o reparametrizare e : ] — R™ a curbei, e(l) = c(t(1)).
_de(t(l)) dt

e(l dt  dl

8



si

a1
a ey e)

Skl =1,

deoarece

datoriti lui () .0

Ezercitiul 1.4. a)* Calculati lungimea curbelor considerate la exercitiile [l.15i 1.9 Gsiti
parametrizdrile dupd lungimea arcului pentru aceste curbe.

b) Fie o curbi plani de avind paramaetrizarea c : (a,b) — R?, ¢(t) = (t, f(t)) pentru o
functie de clasda C* f: [ — R. Calculati lungimea lui c. Determinati parametrizarea
dupa lungimea arcului a curbei.
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Lectia 2

Teorema fundamentala a teoriei
locale

In aceast lectie vom construi invarianti numerici pentru curbe in spatiu, invarianti
care determind natura curbei.

Pentru aceasta fie ¢ : I — R3 o curbd parametrizatd dupi lungimea arcului (adici
Ic’(s)] = 1. Considerdm acum a doua derivatd. Avem

Definitia 2.1. Fie ¢ : | — R3 o curbd parametrizatd dupd lungimea arcului. Se
numeste curbura lui ¢ in punctul s numdrul k(s) = [c”(s)].

Cum norma primei derivate a curbei este constantd, avem

= )=+
deci vectorii ¢’(s) si ¢”(s) sint ortogonali, in particular liniar-independenti. Consideram
vectorul n(s), definit prin c¢”(s) = k(s)n(s). n(s) se numegte vectorul normal in s la c.
Planul care trece prin c(s) gi care are versorii ¢’(s) gi n(s) se numegte planul osculator
al lui ¢. Vom nota cu t(s) vectorul tangent la c in s, anume c’(s). Considerdam vectorul
b(s) = t(s) x n(s), numit binormal. Acesta este ortogonal pe planul osculator. Cum b(s)
are norma 1, |b’(s)| mdsoard variatia planului osculator cind s variazd. Calculdm derivata
lui b:

0 (c/(s).c'(s)) =2+ {c'(s),¢"(s)), (2.1)

b'(s) =t'(s) x n(s) +t(s) x n'(s) = k(s)n(s) x n(s) +t(s) x n’(s) =t(s) xn'(s). (2.2)
Obtinem c& b’(s) este ortogonal pe t(s), deci coliniar cu n(s). Deci
b’(s) = 1(s)n(s). (2.3)

Definitia 2.2. Fie ¢ : I — R3, o curbd parametrizatd canonic, astfel incit c”(s) # 0,
pentru orice s € I. Numdrul t(s) definit prin b’(s) = t(s)n(s) se numeste torsiunea
lui c in s.
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Se observd cd dacd o curbi este pland (continutd intr-un singur plan), atunci torsiunea
sa este nuld, deoarece vectorul binormal este constant, prin urmare planul osculator nu se
schimba.

Reciproc sd presupunem cd T = 0 i k(s) # 0, pentru orice s € I. Atunci b(s) = b, este

constant. Prin urmare q

ds
Deci (c(s),bg) = d cu d constantd. Fie by = (a1, as,a3). Avem cid ci(s)a; + co(s)as +
c3(s)az = d, adicd c este continutd in planul de ecuatie

<C(S),b0> = <C/(S),b0> =0. (24)

a;x + axy + azz = d. (2.5)

Tripletul {t,n, b} asociatd fiecdrui punct al curbei ¢ se numegte triedrul lui Frenet.
Am calculat derivatele lui t gi b. Calculdm acum derivata lui n. Avem cd n =b x t. Prin
urmare

n'(s) =b’(s) x t(s) +b(s) x t'(s) = —1(s)b(s) — k(s)t(s). (2.6)

Pe scurt avem formulele lui Frenet

t’ = kn
n’ = —«xt—1b (2.7)
b’ =1n

Planul generat de {t,b} se numeste planul rectifiant, iar cel generat {n, b} se numeste
planul normal. Numirul R = 1/« se numegte raza de curbura.
Formulele lui Frenet determind local curba. Mai precis avem teorema fundamentala

Teorema 2.1. Fie doud functii diferentiabile k : I — (0,00) st 7: 1 — R. Atunct
ezistd o curbd parametrizatd dupd lungimea arcului c : I — R3 avind in fiecare punct s
curbura k(s) st torstunea t(s). Mar mult doud curbe avind aceleast curburd st torsiune
(in fiecare punct) se corespund printr-o 1zometrie.

Demonstratie. Consideram relatiile (2.7) ca un sistem de ecuatii diferentiale cu ne-
cunoscutele t,n,b. Cum sistemul este liniar teorema de existentd si unicitate pentru
sisteme liniare ne spune c3 pentru un s, € I si valorile intiale t(sy),n(sy),b(sy) € R? exista
si este unic un sistem de trei functii t,n,b: I — R? satisficind sistemul (P.7).

Vom construi curba ¢ : I — R? astfel incit {t,b,n} si fie triedrul siu Frenet in orice
punct s € I. Pentru inceput vom arata ca {t(s),n(s), b(s)} este un reper ortonormat pentru
orice s.

Fie functiile

(t,n), (t,b), (n,b), (t, t), (n,n), (b,b). (2.8)

11



Derivind obfinem

(t,n)’ = k(n,n)—«k(t,t) —t(t,b),
(t,b)’ = «k(n,b)+ t(t,n),
(n,b)’ = —«k(t,b) — t(b,b) + T(n, n),
(6,8) = 2x(t,n), (2:9)
(n,n)’ = —2k(n,t) —21(n,b),
(b,b)" = 2t(b,n)
Acest sistem de ecuatii admite solutia
(t,n) =0, (t,b) =0,(n,b) =0, (t,t) =1, (n,n) = 1,(b,b) =1, (2.10)

cu conditia initiald (0,0,0, 1, 1,1). Din unicitate rezultad ca intr-adevar {t(s),n(s), b(s)} este
ortonormat in orice s € 1.
Ludm acum o primitiva a lui t:

c(s) :Jt(s)ds. (2.11)

Dupd cum se stie foarte bine primitiva este unicd pind la adunarea cu o constantd, ceea ce
geometric se traduce printr-o translatie.
Este evident c3 c¢’(s) = t(s) si ¢”(s) = k(s)n(s). Calculdm a treia derivatd si obtinem
¢” =k'n+kn’ = k'n — k*t — kb, (2.12)
din formula (R.21)) (tinind seama de propriet#tile normei produsului vectorial) obtinem ci
torsiunea curbei c este
(¢’ xc” ") (t X kn, (—k*t + k'n — kb))

- - = — = = (2.13)

Deci curba c este curba cdutata.

Pentru unicitatea presupunem ci existd o altd curbd ¢ : I — R? avind aceleagi curburd
si torsiune. Fie s, € I §i {to, ny, by} reperul Frenet al lui ¢ in so, si {to, My, by} reperul Frenet
al lui ¢. Cum cele doud repere sint pozitiv orientate existd o rotatie a spatiului care il
duce pe primul peste al doilea. Cum ambele repere satisfac sistemul de ecuatii diferentiale
(B.7) (cu aceiasi coeficienti) rezult¥ ipoteza. O

Dupa cum am vazut in lectia precedentd cu toate cd existd pentru orice curba regulatd o
parametrizare dupd lungimea arcului, in practicd aceasta poate fi greu de gésit (de cele mai
multe ori imposibil cu functii elementare). Din acest motiv vom studia curbura, torsiunea
si reperul Frenet pentru curbe regulate, nu neapdrat parametrizate dupa lungimea arcului.

Cum viteza curbei (|c’|) nu va mai fi constantd , in general ¢” nu va mai fi ortogonal
pe ¢’. Vom vedea c& in general c”’(t) gi ¢’(t) sint liniar independente, cu exceptia eventual
al unei multimi discrete de puncte.

12



Fiec: I — R, c(t) = (x(t),y(t),z(t)) o curbd regulatd si Iy C I un interval astfel incit
c’(t) si c¢”(t) sint liniar-dependente pentru orice t € I;. Adicd existd a € R astfel incit
c¢”(t) = a-c’(t). Pe componente

integrind in ambii membri obtinem

x'(t) = ax(t) + xo (2.14)
y'(t) = ay(t) +yo (2.15)
z'(t) = az(t) + z. (2.16)

Ezercitiul 2.1. Rezolvati ecuatiile diferentiale (2.14 - P.16) si ar&tati cd imaginea lui c este
o dreaptd in spatiu (in particular c”(t) = 0).

Astfel dacd nu avem de-a face cu o dreaptd, putem presupune cd prima §i a doua
derivatd sint liniar-independente. Definim vectorii care formeazad reperul Frenet prin
analogie cu cazul canonic.

e Vectorul tangent are normi 1 si este coliniar cu c. In cazul nostru vom avea t(t) =
c’(t) .
le’(t)]?

e Vectorul binormal este ortogonal pe planul osculator, generat de prima si a doua

derivatd (vectorii tangent si normal in cazul canonic). Astfel b(t) = %
e Vectorul normal completeazd reperul Frenet (acesta fiind un reper ortonormat, pozi-
tiv orientat). Deci n = b X t, exact ca in cazul parametrizdrii dupa lungimea arcului.

Se vede cu usurintd cd planele osculator, normal gi rectifiant ramin constante.

Fie s(t) lungimea arcului de curb3 pind la punctul t. Am vazut cd dZ—(tt) =|c’(t)|. Avem
t(s(t)) = IS—E:;‘ Derivdm in raport cu t gi obfinem
(c’(t),c”(t)) ./
a (Bl (1) — WL o/
—(t(s(t))) = . 2.17
S(Es(0)) o (217)
Dezvoltind In membrul sting obtinem
|C/(t)|C”(t) _ <C'(t)/,C"(t))C/(t)
I’ (H)|k(t)n(s(t)) = el . (2.18)

13



Deci k(t) este norma vectorului

_ [e’(t)]
o e (P
La pdtrat curbura este egald cu
1 L(aVI2] ! (4)]2 / e _ e’ (t) x e (H)P
(v.v) = gl Pl (0P = (€'(1),e"(1)* = == g
Prin urmare ) ")
c'(t) xc
t)=——— 2.19
Analog obtinem (calculele pot fi gdsite in [Ra] sau [K]).
¢’ x (c¢” xc')
= ~ " 2.20
HEECE (2.20)
<C/ X C”,C///>
Forma generald a formulelor lui Frenet (pentru o parametrizare arbitrard) este
d t(t 0 K(t) 0 t(t
& n(t) | =l —«(t) 0 —1(t) n(t) |. (2.22)
b(t) 0 () 0 b(t

Pentru o curbi plani ¢ : I — R?, parametrizat3 canonic, avem ca si In cazul precedent ci
c’(s) si c”(s) sint ortogonali pentru orice s € I. Ludm vectorul normal n punind conditia
ca reperul {t,n} sd aibd aceeagi orientare cu reperul canonic. Curbura este definitd de
conditia

t' = kn. (2.23)

Spre deosebire de cazul tridimensional, curbura este un numadr real arbitrar. Se vede

cu ugurintd cd notiunea de curburi definitd anterior coincide cu |k|, definitd acum.

Ezercitiul 2.2. Ar#tati cd pentru o curbi plani regulati ¢ : I — R?, c(t) = (x(t),y(t)),

curbura are formula ' v
Xy —xy

K= 7 (2.24)
(6 + )
Ezercitiul 2.3. 1. Determinafi reperul Frenet, planele osculator, normal si binormal,

curbura si torsiunea elicei (definit la exercitiul [L.3).
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2. Numim elice orice curbi ¢ : I — R3, cu proprietatea ci toate directiile tangente fac
un unghi constant cu o directie datd. Presupunem cad t(s) # 0, pentru orice s € I.
Aratati:

(a) c este elice dacd gi numai dacd £ = const,;

(b) c este elice dacd §i numai dacd toate dreptele care trec prin c(s) si au directia
n(s) sint paralele cu un plan fix;

(c) c este elice dacd si numai dacd toate dreptele care trec prin c(s) si au directia
b(s) fac un unghi constant cu o directie data.

Ezercitiul 2.4. Presupunem ca toate normalele unei curbe trec printr-un punct fix. Atunci
curba este continutd intr-un cerc.

Exercitiul 2.5. Presupunem c# pentru o curbd ¢ : I — R3, t(s) # 0 si k’(s) # 0. Atunci ¢
se afld pe o sferd, dacd si numai daca

R? + (R")*T? = comst., (2.25)

unde R=2, T=1.

Ezercitiul 2.6. Fie curba obtinuta prin intersectia unei sfere cu un cilindru tangent la sferd
§i care contine centrul sferei (curba lui Viviani). Determinati o parametrizare a curbei,
calculati curbura si torsiunea sa. Comparati cu exercifiul precedent.

Fig. 2.1: Curba lui Viviani-Sursd: Wikipedia
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Ezercitiul 2.7. Determinati curbura elipsei, hiperbolei gi parabolei pentru parametrizarile
gasite la exercitiul [1.1.

Ezercitiul 2.8 (Lemniscata lui Bernoulli). Fie curba definitd ca locul geometric al punctelor

din plan, pentru care produsul distantelor la doud puncte fixe F; si F, este constant (PF; -

PF, = a?). Determinati o parametrizare ¢ : I — R? a acestei curbe. Determinati (daci
existd) punctele in care ¢’ i ¢” nu sint liniar-independente. Calculati curbura lemniscatei
(in punctele in care este definitd).

Ezercitiul 2.9. Aceeasi Intrebare pentru curbele cu parametrizdrile gasite la exercitiul

Bibliografie

K]

[Ra]

Richard Koch. Mathematics 433/533; class notes. disponibil la
http://pages.uoregon.edu/koch/math433/Final.pdf.

[I.LK. Pamesckuit. Kypc Oudpeperuyuasroli zeomempuu. locyprapcTBEHHOE
M3AATEABCTBO TEXHUKO-TEOPETUUEKOM AUTEPATYyphl, MockBa-/AeHunrpaa, 1950.
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Lectia 3

Aspecte geometrice

3.1 Curbe strimbe

Pentru inceput vom vedea cum se comporta local o curba in spatiu in vecindtatea unuia
dintre punctele sale regulate. Pentru aceasta, fie ¢ : [ — R3 o curbi regulats, parametrizat
canonic, sg € I §i {tg, ng, by} reperul Frenet in s,. Presupunem cé in s, curbura §i torsiunea
sint nenule (deci rdmin nenule pe un interval). Putem presupune cd so = 0, ¢(0) = 0 si
reperul Frenet coincide cu reperul canonic {e;, e», e3}. Dezvoltdm in jurul lui 0 in serie
Taylor si obtinem

2 3

c(s) = c(0) +s-c’(0) + %C”(O) + %c’”(O) T (3.1)

Avem cd c(0) =0, c’(0) =to = ey, c”(0) = k(0)ny = k(0)eq, ¢’ (0) = k’(0)ng + k(0)n.
Din formulele lui Frenet rezulti ci c¢”/(0) = k/(0)n — k(0)?t — x(0)T(0)b = —«(0)%e; +
k’(0)es — k(0)T(0)es, unde k si T sint curbura, respectiv torsiunea lui ¢. Deci

2 3
c(s)=s-e1+ %K(me2 + %(—K(O)Qel 4k (0)es — k(0)T(0)es) + - - - (3.2)
Presupunem cid c(s) = (x(s),y(s),z(s)) in reperul {e;, ey, e3}. Grupind termenii dupa
coordonate obtinem
3
X(s) =5 — k(0]2% + -
s> s3
y(s) = k(05 + K (0) 5+ (3.3)
§3
2(s) = —x(0)T(0) % + -

Neglijam tofi termenii cu exceptia primului gi obtinem cd proiectia curbei pe planul oscu-
lator este, aproximativ o paraboli (Fig. [3.1)

X =S5, y=——s". (3.4)



Am folosit faptul cd in sistemul de coordonate ales planul osculator are ecuatia z = 0.

t

Fig. 3.1: Proiectia pe planul osculator

De asemenea proiectia pe planul normal (avind ecuatia x = 0) este aproximativ o
parabold semi-cubici (Fig. B.9)

Numele curbei provine din faptul cd prin eliminarea lui s, se obfine o ecuatie implicitd de
3
2

tipul y = +axz.

\

Fig. 3.2: Proiectia pe planul normal

Proiectia pe planul rectifiant (de ecuatie y = 0) este o parabold cubici (Fig. B.3)

K(0)7(0) 5. (3.6)

X =s,

/

Fig. 3.3: Proiectia pe planul normal
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Astfel obtinem o imagine destul de bund a cum aratd o curba in vecindtatea unui punct
regulat in care curbura §i torsiunea sint nenule.

Din ecuatiile (B.3) obtinem ci pe o vecinitate a lui s,, curba se afli de aceeasi parte a
planului rectifiant deoarece y(s) > 0 pe o vecindtate a lui sy (curbura fiind strict pozitivd),
cu egalitate doar in cazul cind s = 0.

Considerdm acum familia planelor care trec prin punctul c(s+h) si contin tangenta in
s. Presupunem cd s = 0. Tangenta in 0 poate fi privitd ca intersectia planelor osculator gi
rectifiant. Deci are ecuatiile implicite

Deci orice plan care contine tangenta va avea ecuatia de forma az + by = 0, cu (a,b) #
(0,0). Dacd a = 0, obtinem planul rectifiant, care dupd cum am vdzut nu mai contine alte
puncte in vecindtatea lui c(0). Putem deci presupune c& planul are ecuatia z = cy. Planul
contine punctul c(s + h) (pentru s = 0), dacd si numai dacd

z(h)  —5hd4...
y(h)  Sh24£hs4 ...

Facind pe h — 0 obtinem cd ¢ = 0, adicd se obtine planul osculator.

Prin urmare planul osculator este limita planelor determinate de tangenta In s, si de
punctele c(s + h).

Planul osculator este de asemenea limita planelor determinate de punctele c¢(s+h,), c(s)
si c(s+h,). Intr-adevir, s& presupunem din nou ci s = 0si c(0) = 0. Atunci orice plan care
contine c(s) are o ecuatie de forma ax+by+cz = 0. Definim F(s) = ax(s)+by(s)+cz(s).
Atunci F(0) = F(h;) = F(hy) = 0. Tinind seama de ecuatia (B.3) avem ci F(s) = a-s —
(lK%S +--- +b|<52—2 +b|<’% +e = CKT%S +---. Deci F/(0) = a,F’(0) = bk. Din teorema lui
Rolle avem c& existd k; € (0, h;) si ke € (0, hy) astfel incit F/(k;) = 0 = F/(k;). Mai aplicam
o datd teorema lui Rolle pentru F’ §i intervalul (ki,k;). Atunci existd k3 € (ki, ky) astfel
incit F”(k3) = 0. F&acind acum h;, hy — 0 obtinem cd a — 0, si b — 0. Deci planul tinde
cdtre planul z = 0, adicd planul osculator. Aceastd proprietate aratda cd planul osculator
aproximeazd cel mai bine curba.

Vom da acum o caracterizare geometricd a curburii. Fie un cerc care trece prin 3 puncte
de pe curbd (s+hy, s, s+ hy). Acest cerc este determinat de doud ecuatii: una a unei sfere
de centru c gi razd r

(x—c,x—c) =1 (3.7)

si una a planului generat de puncte. Cind h; — 0, hy — 0, planul devine planul osculator.
Ca gi mai sus considerdm functia f(s) = (x(s) — ¢, x(s) —c¢) —r%. Avem f(s) = f(s+h;) =
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f(s + hy) = 0. Derivatele sint

(s) =2 ((x"(s),x(s) —c) + (x'(s),x'(s))) =2 ((x"(s),x(s) —c) +1).

Cu aceleasi argumente ca In cazul planului osculator obtinem ca

f'(0)=0

f(0) = 0.
Deci c(s) — ¢ se afld in planul osculator si este ortogonal pe vectorul tangent. Prin urmare
c(s) —c¢ = p-n. Din anularea celei de-a doua derivate, obtinem cd (kn,p-n) = —1, deci
n= —%, adicd ¢ = c(s) — %n. Astfel am obtinut cd centrul cercului limitd (numit cercul

osculator) se afli pe dreapta normald, cercul are raza egald cu %

Ezercifiul 3.1.  a) Ar&tati cd vectorul tangent la cercul osculator coincide cu vectorul
tangent la curbd.

b) Determinati centrul cercului osculator pentru un punct apartinind elicei ¢ : R — R3,

c(t) = \/% (cos(t), sin(t),t)

3.2 Curbe plane

Putem defini cercul osculator gi pentru curbe plane (in acest caz planul osculator este
chiar planul in care se afld curba). Raza sa va fi egald cu ﬁ, iar centrul se va afla pe
dreapta normald in c(s). Fie P punctul c(s) si O centrul cercului osculator. Vectorul
PO are acelasi sens cu n dacd k > 0 si sens contrar dacd este negativd. Centrul cercului
osculator se numegte centrul de curbura al curbei in punctul P.

O interpretare ,intuitivd” a cercului osculator este urmadtoarea: presupunem cda un
automobil se migcd de-a lungul curbei c §i in momentul t;, volanul se blocheazad. Atunci
automobilul Incepe sd se migte pe cercul osculator.
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Fig. 3.4: Cercul osculator

Cum orice curbd are in punctele de curburd nenuld un cerc osculator, este interesant
de studiat cum variaza centrul cercului osculator cind cind un punct se migcd de-a lungul
curbei.

Definitia 3.1. Locul geometric al centrelor de curburd ale uner curbe plane c se
numeste evoluta luz c. Dacd ¢ este evoluta lui c, atunct ¢ se numeste involuta luz C.

Ezercitiul 3.2. a*) Fie curba pland ¢ : [ — R?, c(t) = (x(t),y(t)). Determinati o scriere
parametricd pentru evoluta lui c.

b) Ardtati cd astroida este evoluta elipsei. Caror puncte le corespund cele patru puncte
de Intoarcere ale astroidei? Pentru cerc ce se obfine?

c) Arédtati cd evoluta parabolei este parabola semi-cubica.

d) Ardtati cd evoluta unei cicloide este tot o cicloida.

Ezercitiul 3.3. Fie curba c: (0,71) — R? (numit tractrice) datd prin

x(t) = sin(t), y(t) =cos(t) +In (tg (%)) , (3.10)

a) Ardtati cd lungimea segmentului determinat pe tangenta in c(t) de c(t) si intersectia
cu axa Oy este constantd egald cu 1.

b) Ardtati cd evoluta tractricei este ldntigorul, curba de parametrizare

x(t) =1, y(t) = ch(t). (3.11)
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(a) Tractricea (b) Lantisorul

Fig. 3.5

Ezercitiul 3.4. Determinati involuta cercului.

Definitia 3.2. Spunem cd doud curbe c; si co, fac unghiul © intr-un punct, regulat
pentru ambele, in care se intersecteazd, dacd tangentele lor fac unghiul 0. Dacd doud
curbe au aceeast tangentd atunct se numesc curbe tangente.

Definitia 3.3. Se numeste infaguratoarea une: familii de curbe, o curbd tangentd la
tott membrir famalies.
Dacd familia de curbe este datd ca o aplicatie netedd F(x,y,t) cu fiecare membru C;

avind ecuatia fi(x,y) = F(x,y, t) = 0, atunci infdgurdtoarea familiei este

F
{(x,y)IEIt astfel incit F(x,y,t) = %(x,y,t) = 0} (3.12)

Ezercitiul 3.5. Aratati cd evoluta unei curbe este Infdgurdatoarea normalelor curbei.

Definitia 3.4. Fiec o curbd regulatd. Se numeste curba paraleld cu c, infdsurdtoarea
unet familit de cercurt (de raze egale) cu centrele pe curba c.

Ezercifiul 3.6. a) Determinati curbele paralele cu o elipsd data.

b) Ardtati cd punctele in care o curbd paraleld cu c intersecteazd evoluta lui c¢ sint
puncte de intoarcere.

Ezercitiul 3.7. Fie curba strimbd de parametrizare

x(t) = %r(l + cos(8))cos(t) — %f(l — cos(8))cos (%t)
y(t) = %r(l + cos(6))sin(t) — %T(l —cos(0))sin (ii—zzgg;t)
z(t) =1 - sin(0)cos (IEOCS—(ESG()G),() '

Ardtati:
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a) Vectorul tangent la curbd, face un unghi constant cu axa Oz (curba este o elice).

b) Imaginea curbei se afld pe sfera de razd r (si centrul in origine).
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Lectia 4

Teorema celor patru virfuri

Trecem acum la studiul geometriei globale a curbelor, anume consideram acele propri-
etati ale Intregii curbe. Teorema de astdzi ne va da o caracterizare a curburii pentru curbe
plane, simple si Inchise. Vom obtine astfel o obstructie pentru ca o functie sd sa fie functia
curburd a unei astfel de curbe. Vom vedea mai tirziu cd aceastd teoremd are aplicatii
importante in teoria suprafetelor. Peste tot in aceastd lectie, vom considera intervalul I
de forma [0, 1].

Teorema celor patru virfuri a fost demonstratda de Symada Mukhopadhyaya pentru
curbe convexe (cazul tratat de noi) in anul 1908 gi pentru curbe simple inchise arbitrare
de Adolf Knesser in 1912.

Definitia 4.1. Fie ¢ : [a,b] — R? o curbd regulatd. Spunem cd c este simpld, dacd
aplicatia cl(qv) este injectivd. ¢ se numeste inchisa dacd c(a) = c(b).

Definitia 4.2. O curbd c: [a,b] — R? se numeste convexa, dacd pentru oricet € [a,b]
c(la,b]) se afid in acelagi semiplan determinat de tangenta in c(t).

Definitia 4.3. Se numeste virf al unet curbe ¢ : I — R?, un punct s € I pentru care
kK'(s) = 0.

Ezemplul 4.1. Fie elipsa de parametrizare c : [0,2n1] — R?, c(t) = (a-cost,b-sint).

Curbura sa este
ab

(b2cos?t + a?sin?t)

K(t) =

5.
2
Derivata acesteia este este

_ 3ab (—a? + b?) cos(t)sin(t)

(b2cos2t + a2sin?t)?

K'(t)

Aceasta se anuleaza in patru puncte (t = m% cu m = 0, 1,2,3) anume (£a,0) si (0,%b).

Vom ardta ca acest numar de virfuri este minim.
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Cind studiem o curbd pland inchisd, parametrizatd canonic, este util sa studiem n-
dicatricea curbei, anume curba descrisd de tangenta la curba. Mai precis pentru curba
c: I — R? c(s) = (x(s),y(s)) considerdm curba t : I — R2 t(s) = (x'(s),y’(s)). Cum
curba este parametrizatd dupd lungimea arcului, imaginea lui t se afld pe cercul de centru
(0,0) gi razd 1. Viteza indicatricei este

dt
— = (x"(s),y"(s)) =c"(s) = kn. (41)
ds

Cum imaginea lui t se afld pe cerc, putem pune t(s) = (cosO(s), sin0(s)). Local, 0 este

o functie netedd, bine definitd, prin

y'(s)
O(s) = arctan (x’(s)) . (4.2)
Atunci
dt d o / . /
— = — (cos0O(s),sind(s)) = 0'(—sinb,cosd) = 0'n. (4.3)
ds ds
Deci 0/(s) = k(s). Global, definim
0(s) :J k(t)dT. (4.4)
0
Cum )
/
0 =k=x"y" —x"y' = <arctan%) : (4.5)

cele doud definitii ale lui 0 coincid pind la o constantd. O(s) mdsoard unghiul parcurs de
tangenta t(s) cind ¢ parcurge intervalul (0,s). Cum curba este inchisd, valoarea totald a
acestui unghi este de forma 27tn cu n intreg. Adicd

!
J k(s)ds =0(1) — 0(0) = 27mmn. (4.6)
0

Definitia 4.4. n se numeste indicele de rotatie al curbe: c.
Pentru o curbd inchisd si simpld avem
Teorema 4.1. Indezul de roatatie a unei curbe inchise este +1, dupd orientarea curbe:.

Teorema 4.2 (Teorema celor patru virfuri). O curbd inchisd, stmpld si convezd are cel
putin patru virfur:.

Pentru a demonstra teorema vom avea nevoie de
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Lema 4.1. Fiec:[0,1] — R?, c(s) = (x(s),y(s)) o curbd pland inchisd, parametrizatd
dupd lungimea arcului, st fie A, B, C numere reale oarecare. Atunci

! dk
J (Ax+ By + C)——ds =0, (4.7)
0 ds

unde K este curbura lut c.

Demonstratie. Am vizut cd existd o functie 0 : [0,1] — R astfel incit x'(s) = cosO(s)
si y'(s) = sinB(s). Cum «k(s) = 0’(s), atunci x"(s) = —ky’(s) si y”(s) = kx/(s). Curba
fiind inchisd, avem

!
J k'ds = 0. (4.8)
0
De asemenea (xk)’ =x'k +xx’ =y” +x«’ §i (ky)’ = k'y + ky’ = —x" + yk’. Avem

1 1
J (xk)'ds =0 si J (yk)'ds =0
0 0

deoarece xk g1 yk au valori egale in capetele intervalului. Prin urmare

1 1 1
J xk'ds :—J kx'ds = —J y”(s)ds =0,
0 0 0

1 1 !
J yk'ds = —J ky'ds :J x"(s)ds = 0.
0 0 0
De aici se obtine concluzia. O

Trecem acum la demonstrarea teoremei. Cum functia curburd « : [0,1] — R este
continud, iar intervalul [0, 1] este compact, aceasta are un maxim gi un minim pe care le
atinge. Deci c are cel putin doud virfuri c(s;) = p, c(s2) = q. Fie L dreapta determinata
de p 51 q i o g1 B arcele determinate de L pe curbd. Aceste arce se afld fiecare intr-un
semiplan relativ la L (adicd tot « si tot 3 se afli de aceeasi parte a lui L). S& presupunem
cd nu ar fi asa. Fie r un alt punct in care « il taie pe L. Cum p,q si r sint distincte gi
curba este convexd, tangenta In p la ¢ va coincide cu L. De asemenea din convexitate L
este tangentd in p, q §i v. Acum ludm un punct in apropiere de p. Tangenta in acest punct
va separa punctele q si T, cu exceptia cazului cind Intregul segment pq este continut in
curbd. Atunci Kk = 0 in p si q. Cum acestea sint puncte de maxim gi minim rezultd ca
k = 0, contradictie (k este presupusd neconstantd).

Fie Ax + By + C = 0 ecuatia dreptei L. Dacd nu existd alt virf, atunci k’(s) are semn
constant pe « si pe 3. Putem atunci alege coeficientii A, B si C astfel incit integrala (@)
sd fie pozitivd. Deci va trebui sd mai existe un al treilea virf gi k’ igi va schimba semnul pe
unul dintre arce. Presupunem cd este x. Cum punctele p si q sint unul de maxim, celdlalt
de minim, k’ schimbd semnul de doud ori, deci mai avem un al patrulea virf. O.
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Dupa cum am mentionat la conditia de convexitate se poate renunta, dar atunci demon-
stratia devine mult mai complicatd (o demonstratie se gdseste schitatd in [DGPV]). Este
esential Insd sd avem o curbd simpld, dupd cum ne aratd

Ezemplul 4.2 ([DGPV]). Fie curba definitd in coordonate polare prin r = —1 —2 - sin(0).
Formula curburii este

T este vadzut ca functie de 0. Astfel

~ 5—4-cos0—4-co0s20+6-sind

k(0
(®) 2(5+4 - sind)2

Calculind derivata acesteia obtinem cd are doar doud puncte in care se anuleazd, anume
virfurile buclelor din Fig. @

— 30
Fig. 4.1: O curbd cu doud virfuri

Teorema reciprocd, anume

Teorema 4.3. Fie k : [0,1] — R o functie cu k(0) = k(1) de clasd C* avind doud
mazime $t doud mintme (sau identic egald cu o constantd nenuld). Atunct existd o
curbd simpld, inchisd, pentru care k(t) este curbura in punctul t.

a fost demonstratd pentru functii strict pozitive in 1971 de H.Gluck, iar In cazul general
abia in 1997 (publicatd abia in 2005 in [D], din cauza decesului autorului, B.Dahlberg).

27



Bibliografie

[D] Bjorn E. J. Dahlberg. The converse of the four vertex theorem. Proc. Amer.
Math. Soc., 133(7):2131--2135 (electronic), 2005.

[DGPV]  Dennis DeTurck, Herman Gluck, Daniel Pomerleano, and David Shea Vick. The
four vertex theorem and its converse. Notices Amer. Math. Soc., 54(2):192--
207, 2007.

28



Lectia 5

Inegalitatea Izoperimetrica

O proprietate importantd a unei curbe simple inchise este cd Imparte planul In doud
componente conexe numite impropriu interiorul, respectiv exteriorul curbei. Acesta este
un rezultat datorat lui C. Jordan, chiar dacad intuitiv era cunoscut incd din antichitate.
Pornind de aici geometri greci au pus urmdtoarea problemd : Dintre toate curbele sim-
ple inchise de lungime fixa 1, care margineste cea mai mare arie?. R&spunsul,
anume cercul, a fost de asemenea cunoscut de antici, dupd cum vedem din legenda inte-
meierii Cartaginei, povsetitd de poetul Virgiliu. O demonstratie riguroasa a acestui fapt a
fost data in 1870 de K.Weierstrass, privind problema in context variational. Apoi au fost
date si demonstratii mai simple, relativ elementare.

Pentru Inceput vom gasi o formuld pentru aria unui domeniu marginit de o curba simpla
inchisi gi pozitiv orientatd c: [a,b] — R% Dupi cum se gtie

A= JJ dxdy.
D
Vom aplica formula lui Green

of 0g dy dx
~ — 5. ) dxdy = f— —g—)dt.
”D (ax ay) e LD( at dat)

In cazul nostru 0D este imaginea curbei c. Atunci lud¥m f(x,y) = x si g(x,y) = —y.
Atunci . . .
1 dy dx 1 b dx dx
A=— — —y—)dt=-— — | —ydt—| —uydt). 5.1
QL(th v 4t =0 L dt” L arv4v (5-1)
Cum c este o curbd Inchisd, avem ca
b
A= —J yx'dt. (5.2)
Cum
b b b b
J x'ydt = J (xy)'dt —J xy'dt = —J xy'dt. (5.3)
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Deci
b b 1 (®
A:—J yx’dt:J xy’dt:§J (xy" —x'y)dt. (5.4)

Vom folosi aceste formule pentru a demonstra

Teorema 5.1 (Inegalitatea izoperimetricd). Fie c : [a,b] — R? o curbd simpld inchisd
de lungime 1, st fie A aria domeniulur marginit de c. Atunct

1* —47A > 0, (5.5)
cu egalitate dacd st numai dacd c este un cerc.

Demonstratie. Fie doud drepte e si E’ care n-o taie pe c. Le apropiem pind ating
curba. Se obtin doud paralele L gi L’ tangente la curbd, care este continutd in banda
delimitatd de cele doud drepte. Considerdam un cerc tangent la cele doud drepte si care nu
intersecteazd curba. Fie O centrul cercului. Alegem un sistem de coordonate astfel Incit
O este originea sa, axa Oy este paraleld cu L gi axa Ox este perpendiculard pe aceasta.

Parametrizdm curba dupd lungimea arcului c(s) = (x(s),y(s)) astfel incit este pozitiv
orientat gi punctele de tangentd sint s = 0 gi s = s;. Putem presupune cd cercul are
parametrizarea c(s) = (x(s),y(s)), s € (0,1). Aria limitatd de cerc este

1
A=m?= —J yx'ds, (5.6)
0
1ar cea limitatd de curbi este .
A= J xy'ds. (5.7)
0
Deci
! 1 1
A + mr? =J (xy" —yx')ds < J Vv (xy’ —gx’)2ds < J \/(x2 +92)((x")2 4+ (y’)?)ds =
0 0 0

1
= J VX2 +1y%ds =1r.
0

Inegaliatea mediilor, anume v ab < a;rb, cu egalitate numai dacd sint egale, ne spune

v

Ca

1 1
VAV < §(A +7r?) < élr. (5.8)
Adica
4mAT? < P2 (5.9)

De unde se obtine inegalitatea din concluzie.
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Presupunem acum ci 47A = 12. Atunci peste tot va trebui s3 avem egalititi peste tot
in particular in ecuatia (5.§). Deci A = mr®. Astfel | = 27tr si v nu depinde de alegerea
directiei lui L. Mai mult avem

(xy" —gx")* = (x* +9%) ((x)* + (y')?) , (5.10)

adica
(xx"+gy')* = 0. (5.11)

Prin urmare

X Yy WxXP4yr
y/ x/ (y/)2+ (X/)2
Deci x = 4+ry’. Cum r nu depinde de alegerea lui L putem permuta intre ei pe x i y.
Atunci y = +rx’. Deci

(5.12)

X +y? =1 ((x)+y)?) =% (5.13)

Astfel obtinem cd c este un cerc. O

5.1 Probleme

Ezercitiul 5.1. Fie a, b, c,d lungimile laturilor unui patrulater. Ardtati ca dintre toate
patrulaterele avind laturile de aceste lungimi cel care are aria maxima este patrulaterul
inscriptibil.

Ezercitiul 5.2 (Problema reginei Didona). Fie ¢ : [0, a] — R?, c(t) = (x(t),y(t)) o curbi
netedd cu y(0) = y(a) = 0. Considerdm domeniul mdrginit de curba si de axa Ox. Ardtati
ca domeniul de arie maximad este cel obfinut cind c este cerc.
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Lectia 6

Suprafete. Introducere

Curbele au fost privite mai ales ca imagini ale unor aplicatii de la un interval I la R?
sau R?. Pentru suprafete Ins¥, o astfel de abordare este mult mai dificild, mai ales c& de
cele mai multe ori este imposibil sd gdsim o aplicatie a cdrei imagine sd fie o suprafatd
datd. De asemenea astfel de aplicatii vor fi functii de la un domeniu al lui R? la R3, a c3ror
studiu este mai dificil, decit cel al aplicatilor de o varibild reald. Astfel ne este mai comod
sd definim o suprafatd ca pe o submultime a spatiului euclidian Impreund cu o structura
suplimentard. Astfel avem

Definitia 6.1. O submultime S C R® se numeste suprafatd requlatd dacd orice punct
p € S are o vecindtate V C R* pentru care existd o aplicatier : U — VNS de la o
multime deschisd U C R? astfel incit

1. r este diferentiabild. Adicd dacd scriem
r(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(w,v)), cu (u,v) € U,
functule x,y,z au deriwatele partiale de orice ordin continue pe U.

2. r este un homeomorfism, adicd r ' : VNS — U ezistd si este continud, cu alte

cuvinte r—!

VNScw.

este restrictia unei aplicatis F: W C R® — R?, cu W deschisd si

3. Pentru orice q € U, derivata drq : R* — R? este injectivd.

Aplicatia r se numeste parametrizare locala sau sistem de coordonate locale Intr-
o vecindtate a lui p. Sd privim mai atent conditia 3. din definitie. Dupd cum se stie de
la Analizd, dacd ludm bazele canonice {e;, e;} din R?, respectiv {fi, fy, f3} din R3 matricea
aplicatiei liniare dr este

dry = (6.1)

Q)|@®L§)®|®
clvgleg|x
RESR
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Prin urmare conditia cd dr, este injectivd este echivalentd cu cea ca rangul matricei (.1)
sd fle maxim (=2).

Injectivitatea din conditia 2. previne ca suprafata sd aibd puncte de auto-intersectie,
iar 3. previne existenta punctelor singulare de tipul virfului conului.

Fig. 6.1

Acestea ne asigurd cd putem defini in fiecare punct planul tangent. Continuitatea
inversel In conditia 2. ne este necesara pentru ca anumite obiecte si proprietdti nu depind
de alegerea parametrizarii.

In practici este destul de greu si gdsim in mod explicit cite o parametrizare locald
pentru fiecare punct al unei suprafete. De aceea vom da doud caracterizdri echivalente
pentru o suprafatd, una locald si una globald. Local avem

Propozitia 6.1. Fie f: U — R o functie diferentiabild pe o submultime deschisd a lut
R?. Atunct graficul squ, submultimea S a lui R® cu elementele (x,y,f(x,y)), pentru
(x,y) € U este o suprafatd requlatd.

Demonstratie. Considerdm aplicatia r: U — R?, r(u,v) = (u,v, f(u,v)). Vom ardta
cd este o parametrizare. Evident conditia 1. este satisfacutd. Pentru conditia 3. observam
cd matricea Jacobiana a lui r este

, (6.2)

ol
2o~
(o] [e}]
22~ o

si deci derivata sa este injectivd peste tot U. Pentru a vedea conditia 2.. Observam cd
orice punct (x,y,z) € S este imaginea prin r a unicului punct (x,y) = (u,v). Deci inversa
lui r este proiectia R® — R? pe primele doud componente. In mod evident aceastd aplicatie
este continud. O

Pentru caracterizarea globald vom avea nevoie de o notiune importantd in sine
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Definitia 6.2. Fie F: U C R™ — R™, o aplicatie diferentiabild. Spunem cd un punct
p € U este punct critic al lut F, dacd diferentiala dF, nu are rang mazim. Imaginea
sa F(p) se numeste valoare critica. Un punct din R™ care nu este valoare criticd se
numeste valoare regulata.

Notiunea este motivatd de situatia functiilor f : U C R —+ R. Un punct x € U va fi
punct critic dacd f'(x) = 0, adicd derivata va duce toti vectorii tangenti in vectorul nul.
Pentru o functie f : U C R® — R derivata df, va avea, in baza canonici (e, e, e3),
matricea (fy,fy,f,). Deci rangul ei poate fi 1 sau 0. Astfel un punct a € R va fi valoare
criticd dacd si numai dacd toate derivatele partiale f,, f,, f, se anuleazd in fiecare punct al
multimii
f1(a) ={(x,y,2z) € Uf(x,y,z) = a}.

Propozitia 6.2. Dacd f: U C R®* — R este o functie diferentiabild si a € f(U) este o
valoare regulatd, atunci f~'(a) este o suprafatd regulatd in R>.

Demonstratie. Fie p = (x0,Yo,20) € f'(a). a este valoare regulat si putem pre-
supune (eventual schimbind axele de coordonate intre ele) cd f, # 0 in p. Fie F: U C
R3 — R3

F(X,U,Z) = (X>ya f(XJJ,Z)) .

Vom nota cu (u,v,t) coordonatele pe R*® (codomeniul lui F). Derivata lui F in p are

matricea
1 0
dF, = o 1 0 [, (6.3)
fx fy f2

deci det(dF,) = f, # 0.

Aplicdm teorema functiel inverse si obtinem cd existd o vecindtate V a lui p si o
vecindtate W a lui F(p) astfel incit F: V — W este inversabild si inversa F~': W — V este
diferentiabild. Avem ci F~! este de forma

x=u, y=v, z=guwv,t, (6.4)

cu g derivabild. Avem cd t = a, deci functia h(x,y) = g(u, v, a) este derivabild pe proiectia
lui V pe planul xOy. Dar F(f1(a)NV) = WnN{(u,v,t)|t = a}. Deci f~!(a)NV este graficul
lui h. Conform propozitiei @ avem ci f~!(a) NV este o vecinitate de coordonate a lui
p. Cum pentru orice p € f'(a) gdsim o astfel de vecinitate de coordonate obtinem c#
f~!(a) este suprafatd regulatd. O

Ezxzemplul 6.1. Elipsoidul



este suprafatd regulata.

Intr-adevir, elipsoidul este f~'(1), pentru f(x,y,z) = z—z + %Li + i—i Avem c3d f, =
25,fy, =2% 5i f. = 2%. Acestea nu se anuleazd concomitent decit in (0,0,0) care nu
aparttine lui f1(1).

Ezemplul 6.2. Hiperboloidul cu doud pinze este o suprafatd regulatd S = f(0), pentru
f(x,y,z) = —x? —y? +z?> — 1. Se observd ci S nu este conexi, cici nu existd o curbi care
sd uneascd un punct cu z < 0 si unul cu z > 0.

Ezemplul 6.3. Torul T este suprafata descrisd de un cerc de razd r care se roteste in jurul
unel axe din planul sdu si aflate la o distantd R > r de centrul sdu.

Q" AN AT RSy
Fet-7 AW - i
Ny ;':;-‘ﬁ}ﬂ%-% i
ai..; ', d r "
St IEEELE
'L"\_,"t;

Fig. 6.2

Presupunem cd cercul se afld in planul yOz cu centrul (0, R,0). Atunci ecuatia lui va fi
(y—R)?+2z% = r2. Rotind cercul in jurul axei Oz obtinem c& punctele sale satisfac ecuatia

22 =1 — (VX2 +y2—R)L
Deci T este preimaginea lui v prin functia f(x,y,z) = z* + (vx2 + y2 — R)?. Avem
of

——9
0z %

of 2y (V¥*+y?—R)
N
of  2x (VX2 +y2—R)
F AV e A
Toate derivatele se anuleazi doar pentru (0,0, 0), care nu apartine lui ' (r?). Deci T este
o suprafatd regulata.

35



Am vdazut cd graficul unei functii diferentiabile este o suprafatd regulatd. Urmdtorul
rezultat ne spune cd local si reciproca este valabild.

Propozitia 6.3. Fie S C R® o suprafatd regulatd si p € S. Atunci ezxistd o vecindtate
Voalurp in S astfel incit V este graficul unei functit de forma z = f(x,y),y = g(x, z)
sau x = h(x,y).

Demonstratie. Fie r : U — S o parametrizare a lui p pe S. Scriem r(u,v) =
(x(uw,v).y(u,v), z(u,v)). Atunci unul din minorii de ordin 2 ai matricei derivatei lui r are
determinantul nenul In q = r~!(p). Presupunem %(q) # 0. Considerdm aplicatia
mor : U — R? unde 7t(x,y,z) = (x,y). Atunci mor(u,v) = (x(u,v),y(u,v)). Aplicim
teorema functiei inverse si obtinem cd existd o vecindtate V; a lui q si o vecindtate V; a
lui mor(q) astfel incit mor este difeomorfism de la V; la V,. Deci 7t restrinsd la V =r(V;)
este injectivi si existd o inversd (mor)~!:V, — Vi. Cum r este homeomorfism V este o
vecindtate a lui p in S. Compunind (7tor) ! : (x,y) — (u(x,y),v(x,y)) cu (u,v) — z(u,v)
gdsim cd V este graficul functiei z = z (u(x,y), v(x,y)) = f(x, y).

Cazurile celelalte se trateaza analog. O

Dacd stim cd S este o suprafatd regulatd si avem un candidat pentru o parametrizare
locald r rezultatul urm&tor ne spune cd nu mai trebuie si cercetdm dacd r—! este continud,

atit timp cit r satisface celelalte conditii.

Propozitia 6.4. Fie p € S un punct pe o suprafatd requlatd S sir: U — R? o aplicatie
cup € r(U) C S care satisface conditiile 1. s1 3. din definitia . Presupunem cd r

1

este injectiva. Atuncir " este continud.

Demonstratie. Fie q € r(U). Cum S este regulatd, existd o vecindtate W C S
a lui q care este graficul unei functii definite pe o multime deschisd V din xOy. Fie
N=r'W)cCUsifieh=mor:N — V, unde 7 este proiectia pe primele doud
componente. Atunci dh = 7t o dr este nesingulard in v = r'(q). Din teorema functiei
inverse existd O C N astfel incit h: QO — h(Q) este difeomorfism. r(Q)) este deschisd in S
sir ! = h ! om este compunerea unor functii continue. Deci r ! este continud in q. Cum
q era arbitrar, rezultd cd r—! este continui pe r(Q). O

6.1 Probleme

Ezercitiul 6.1. 1. Fie sfera S? = {(x,y,z)[x* + y? +z? = R?}. Ar&tati ci aplicatia r :
u— S? r(x,y) = (X,y, VR2 — (x2 +y2)> definitd pe U = {(x,y)[x? + y? < R?} este
o parametrizare locald. Determinati imaginea lui r si acoperiti sfera cu astfel de
parametrizari.
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2. Fie aplicatia r : (0,7) x (0,2t) — R3, r(0, @) = (RsinBcose, Rsinbsing, Rcosh).
Ardtati cd r este o parametrizare locald a sferei si acoperiti sfera cu astfel de parametrizari.

3. Fie N = (0,0,R) si fie aplicatia h: U = {(x,y,0)|x,y € R} — S? definitd prin h(P) =
NP N S?. Ar&tati cd h este o parametrizare locald a lui S? (identificim U cu R?).
Determinati o acoperire a lui S? cu astfel de parametriziri.

Ezercitiul 6.2. Fie aplicatia r : (0,27) x (0, 27) — R3,
r(u,v) = ((R+ rcos u)cos v, (R + rcos u)sin v, rsin u) .

Ardtati cd este o parametrizare locald pentru tor. Cu cite astfel de parametrizdri poate fi
acoperit acesta?
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Lectia 7

Suprafete. Teorie locala I

7.1 Planul tangent

Aceastd lectie se bazeazd in mare parte pe [Post].Ca si in cazul curbelor o primd intre-
bare care apare este cind doud parameterizdri definesc aceeasi suprafatd. Avem

Definitia 7.1. Spunem cd doud parametrizdrir : U — S sir* : U* — S sint echivalente,
dacd existd un difeomorfism ¢ : U* — U astfel incitr* =ro @.

In mod evident dou parameteriziri echivalente vor avea aceeasi imagine. Pe de alta
parte, dacd doud parameterizdri au aceeasi imagine, se poate ardta ca sint echivalente.

Fie acum o suprafatd s si o parametrizare locald r : U — S in vecindtatea unui punct
p =r(ug,vo) € S. Atunci

or or

Iy, = a(um\’o), ry, = a(uo,vo)

sint liniar-independenti (prin definitia parameterizarii). Prin urmare existd produsul lor
vectorial
Ty, X Ty,.

Acest vector determind un plan ortogonal pe el si care trece prin punctul p. Avem

Definitia 7.2. Subspatiul vectorial generat de vectorw ry, sir,, (st prin urmare or-
togonal pe produsul lor vectorial) se numeste spatiul tangent #np la S st va fi notat
cu T,S. Cum dimensiunea sa este 2, adesea il vom nums planul tangent in p la S.

Dacir: U — S este o parametrizare locald, cu U C R?, atunci imaginea unei curbe din
U prin r se va numi curbd pe suprafata S. Dacd avem o astfel de curbd r(t) = r(u(t),v(t))
cu r(ty) = po atunci

—r(t =u'(t v/ (to)ry,
dtr( ) _— (to)ru, + V' (to)ry,
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apartine lui T,S. Reciproc pentru orice vector ar,, + br, din TS putem considera curba
din U de ecuatii parametrice

u = ugy + at,
v =V, + bt,
cut €I, I fiind ales astfel incit (1, + at,v = vy + bt) € U, pentru orice t € I. In concluzie
planul tangent este format din vectorii viteza ai curbelor care trec prin p.

S&d vedem cum se comportd planul tangent la o schimbare de parametrizare. O astfel
de schimbare se scrie

r(u, v =r(u(u*,v),v(u*,v)). (7.1)
Derivind obtinem
. ou ov
r'.=—r, +—r,

w ou* ou*

ou ov
f= T, 2
r; av*r + av*r (7.2)

Deci vectoriir« sir,- apartin lui T},S si cum sint de asemenea liniar-independenti formeaza
o bazd a acestuia. Am obtinut astfel cd la o schimbare de parametrizare corespunde o
schimbare de bazd in T,,S. Deci spatiul vectorial T,S nu depinde de parametrizarea
suprafetei.

Vectorii lui T,,S vor fi notati cu dr, componentele lor in baza r,,,r, fiind notate cu du,
respectiv dv. Astfel dr = r,du +r,dv. Notatia este motivatd de faptul cd du si dv sint
legate de du*, respectiv dv* prin formulele

du = ou du” 4 a—vdv*
u* ou*
ou ., .,  0v _

care se obtin din formulele (7.2).
Dac# suprafata S este preimaginea unei valori regulate pentru o functie f : R®* — R,
avem urmadtoarea caracterizare a planului tangent.

Propozitia 7.1. Fie f : R* — R o functie netedd, a o valoare regulatd, S = f~'(a) o
suprafatd regulatd sip € S. Atunci

T,S = Ker(df,). (7.4)

Demonstratie. Din propozitia .2 rezultd cZ existd o parametrizare locald r : U — R?
in jurul lui p € S. Aplicatia U € (u,v) — f(r(u,v)) este constantd. Prin urmare

a R
auf (r(u,\))) - 07
i1‘(1‘(u,\))) =0
ov



Dacéd r(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), atunci

of df dx  Of dy  Of 2z

_ _— . ~ T,

ou  0x ou doy ou 0z OJu
of of ox of 0dy  0of o0z

v ox av oy v 2z v

Deci df,(ry) = (Vf(p),ry) = 0 si dfy(r,) = (Vf(p),r,) = 0. Prin urmare r,,r, €
Ker(df,). Cum acesti vectori formeazd o bazd a lui T,,S avem c& T,S C Ker(df,). Di-
mensiunile celor doud spatii sint 2 pentru T,,S si 3 — 1 = 2 pentru Ker(df,). Deci aceste
spatii coincid.O

Ezercitiul 7.1. 1. Calculati planul tangent intr-un punct al sferei folosind atit parametrizarea
locald cit si functia a cdrei anulare o defineste.

2. Aceasi cerintd pentru tor.

Dupd cum se stie (si am folosit adesea) diferentiala unei aplicatii intre spatii numerice
este o aplicatie liniard. Cu ajutorul planelor tangente putem defini diferentiala unei apli-
catii Intre doud suprafete.

Fie acum doud suprafete S si 3, cu parameterizdrile locale r : U — S, respectiv r :
U — S. Cum parameterizdrile sint aplicatii injective orice aplicatie f : S — S va induce o
aplicatie f: U — u prin diagrama comutativa

H

(7.5)

T
— 1,

adicd for =t o f. Spunem c& f reprezint# aplicatia f in parameterizirile r si t.

Functiile 1 = 1t(u,v) si v = V(u,v), componentele lui f, spunem c& reprezintd f in coor-
donatele w, v, respectiv u*, v*. Prin definitie f este diferentiabild, daci f este diferentiabili.
Aceastd definitie nu depinde de parameterizarile alese.

C*ﬂﬂ

Pentru a defini diferentiala lui f intr-un punct vom folosi descrierea lui TS ca spatiul
vectorilor tangenti la curbele continute in suprafatd. Fie p € Ssic: (—e,e) = S cu
c(0) =p, c(t) = ((u(t),v(t)). Atunci vectorul sdu vitezd in p va fi

¢’(0) = u/(0)ry + V' (0)r,. (7.6)

Definitia 7.3. Fie S; st Sy doud suprafete, p € Sy s1 f: Sy — Sy o aplicatie diferenti-
abid. Fie dr = rydu +r,dv € TS, dat de o curbd c : (—e,e) — S; cu c(0) = p.
Atunci

af,y(dr) = (5ot (7.7)

dt

t=0"
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Mai precis, dacd r va fi o parametrizare locald in jurul lui p = f(p), atunci t — (foc)(t)
va fi o curbd pe S, iar vectorul sdu vitezd in 0 va apartine lui Ty S..

Teorema 7.1. Pentru orice p € Sy, aplicatia df, : T,S; — TS, este liniard.

Ezercifiul 7.2. Fie S o suprafatd regulatd. Fie de asemenea q ¢ S si functiile f: S — R,
F:S — R, definite prin f(p) = |qo—pl si F(p) = Iqo—pl*. Calculati df,, dF, si determinati
punctele critice ale acestora.

Demonstratie. Exercitiu! (Folositi aplicatia asociatd lui f). O.

7.2 Prima forma fundamentala

Planul tangent este un subspatiu vectorial al spatiului euclidian R? astfel ci produsul
scalar canonic (-,-) se restringe la un produs scalar (adicd o formd biliniard, simetricd si
pozitiv definitd) pe acesta. Pdtratul lungimii unui vector tangent r = r,du+ r,dv va fi

|dr|? = (du)?|r, > + 2dudv(r,,r,) + (dv)?|dr, . (7.8)

Deci forma obtinutd (noatatd I) este determinatd de coeficientii

Se observa cd E,F si G depind in mod neted de (u,v).
Ezercitrul 7.3. Calculati prima formd fundamentald pentru sfera parametrizatd prin
r(u,v) = (Rcosucosv, Rcosusinv, Rsinu)

sl prin proiectia stereograficd.

Traditional, scriem dr® = Edu? + 2Fdudv + Gdv?, pentru forma pitraticd asociati.
Lungimea unei curbe r(t) =r (u(t),v(t)) pe suprafatd va fi

b b
s = J Ir’(t)|dt = J VEW/(1)2 + 2Fu/ (t)v/(t) + Gv/(t)2dt. (7.9)
a a
Aceastd formull se scrie In mod traditional ds? = Edu® 4+ 2Fdudv + Gdv?, adici prima
formd fundamentald dd patratul elementului de lungime.
Cum (TS, I) este un spatiu euclidian, putem calcula unghiul a doi vectori. Fie vectorii
tangenti dry = r, du; +r,dv; si dry =r,du, +r,dv,. Atunci

<d1‘1, dI‘2>
|dry] - |d1‘2|7

cos 0 = (7.10)
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adica
Edu1 dLLQ —+ F(du1 dVQ + dquVI) + GdV1 d\)g

VEdu? + 2Fdu, dv; + Gdviy/Edu? + 2Fduydvy + Gdv3

Unghiul facut de doi vectori tangenti, corespunzatori la doud curbe care se intersecteazd in
P, se numeste unghiul celor doud curbe in p. Am vdzut cd acesta se calculeazd cu ajutorul
primei forme fundamentale.

In concluzie prima form3 fundamentald permite calculul lungimilor si unghi-
urilor pe o suprafata.

cos O =

(7.11)

Dupd cum se stie, aria paralelogramului determinat de vectorii r,,r, este |r, x r,|.
Definim aria unei portiuni R de pe suprafata S continutd in imaginea unei parameterizari
r: U — S prin

A(R) = JJQ lr, X ry|dudv, (7.12)

unde Q =r}(R).
Se poate ardta ci aceasta nu depinde de parametrizare. Folosind formula |r, x r,|* +
(ry,ry)? = ry[* - ry[* se obtine c&

A(R) = ”Q VEG — P2 dudv. (7.13)

Deci prima formd fundamentald a unei suprafete, determind si ariile pe suprafatd.

7.3 Exercitii

Ezercitrul 7.4. Determinati cum se transformd coeficientii E, F, G ai primei forme funda-
mentale cind se schimbd parametrizarea suprafetei.

Ezercitiul 7.5 (Suprafete de rotatie). Fie S C R?® o suprafatd obtinutd prin rotatia unei
curbe plane C In jurul unei drepte din planul ei, care nu intersecteaza curba. Daca
presupunem cd C este In planul xOz si axa sa este axa Oz, C avind parametrizarea
x = f(v),y = g(v) cu f(v) > 0, atunci suprafata de rotatie are parametrizarea r(u,v) =
(f(v) cosu, f(v) sinu, g(v)).

1. Ardtati cd se obtine o suprafatd regulatd;
2. Calculati planul tangent si prima formd fundamentald a lui S.

Ezxercitiul 7.6. Fie c : I — R3 o curbi regulat, parametrizatd canonic. Definim

r(t,v) =c(t) +vc'(t), (7.14)
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pentru (t,v) € I x R. Presupunem ca c are curbura nenuld peste tot. Ludm U = {(t,v) €
[ x R|v # 0}. Ardtatir: U — R3 este o suprafat regulatd. Calculati planul tangent intr-un
punct si prima formd fundamentala.

Bibliografie

[Post] M. Postnikov. Smooth manifolds. **Mir', Moscow, 1989. Lectures in geometry.
Semester III, Translated from the Russian by Vladimir Shokurov.
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Lectia 8

Teoria locala II. Curbura

Fie S o suprafata regulatd, cu o parametrizarer : U — S. In orice punct al parametrizarii
avem vectorul normal
ry Xr,

N(q) = ——— (8.1)

o ru x|
obtinind astfel o aplicatie N : r(U) — R*. Nu orice suprafatd admite un cimp continu de
vectori normali. Un exemplu de suprafatd care nu admite un astfel de cimp este banda lui
Mobius. Dacd o suprafatd admite un cimp global de vectori normali, aceasta se numeste
orientabila. Evident suprafetele date de o singurd parametrizare sint orientabile, deci
local, orice suparafatd admite o orientare.

Definitia 8.1. Fie S C R® o suprafatd orientabild. Aplicatia N :S — R3, care ia valor:
in sfera unitate, se numeste aplicatia Gauss.

Aplicatia Gauss induce o orientare in fiecare plan tangent T,S, declarind ca pozitiva
orice bazd {v,w} cu proprietatea cd (v x w, N(p)) este pozitiv.

Se vede cu usurintd cd N este o aplicatie diferentiabild. dN, este o aplicatie liniard
T,S — Tnp)S?, dar T,S si Tn(p)S? coincid (au acelasi complement ortogonal, anume pe
N(p)). Deci dN,, poate fi consideratd ca o aplicatie liniard T,S — T,S.

Ca sd vedem cum lucreaza dN,, fie t — «(t) o curbd pe S si N(t) = N o «, imaginea
ei pe S?, prin N. Atunci %}t:o = dN,(«(0)) este un vector in T,S. Prin urmare dN,,
mdsoard felul in care se schimbd vectorul normal N, restrins la curba «(t), fatd de N(p).
Astfel dN,, este oarecum analogul curburii din cazul curbelor.

Teorema 8.1. Aplicatia dN,, : T,S — T,S este aplicatie lintard auto-adjunctd.

Demonstratie. Avem de ardtat cd pentru o bazd {w;,w,} alui T, S avem

<de(W1),W2> = <W1, de(W2)> (82)
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Fier : U — S o parametrizare in jurul lui p si baza asociatd {r,,r,} a lui T,S. Dacd
a(t) =r(u(t),v(t)) este o curbd pe S cu x(0) = p. Atunci
d
dNy, (e'(0)) = dNp (ryu'(0) +r,v'(0)) = EN(u(t),V(t))\tzo =
= N, u'(0) + Nyv'(0);

Deci dNp(ry) = Ny si dN,(r,) = N,. Astfel pentru a termina demonstratia avem de
ardtat ca

<Nu7rv> = <ru7Nv>‘
Cum (N,r,) =0si (N,r,) =0, derivind obtinem

<Nwru> + <N7ruv> - 07
(Ny,ry) + (N, ry,) = 0.

Deci
<Nu>rv> - _<N7ruv> = <NV7ru>-D

Cum dN, este auto-adjunct (matricea sa este simetricd intr-o bazd), putem defini cu
ajutorul ei o formd pdtraticd, II,(v) = —(dN,(v),v) (semnul — este ales pentru ca forma
sd fle pozitivd).

Vom da acum o interpretare gemetricd a formei a II-a. Pentru aceasta avem nevoie de
citeva notiuni. Astfel

Definitia 8.2. Fie C o curbd regulatd, continutd in S si care trece printr-un punct
p €S, k curbura sa in p. Consideram unghwul 0 fdcut de vectorul sdu normal n
cu N(p) (cos® = (n,N(p))). Se numeste curbura normald a lui C in p, numdrul
kn = kcosH.

Prin urmare curbura normald este lungimea proiectiei lui n pe N(p), cu semnul dat de
orientarea lui N in p.

Fie acum o curbd C C S o curb& de parametrizare c(s), dupd lungimea arcului, astfel
incit ¢(0) = p. Notdm cu N(s) = N(c(s)). Prin urmare (N(s),c’(s)) = 0. Deci

Avem astfel

IT,(c’(0)) = —(dN,, (¢'(0)) , ¢"(0)) = (N"(0),c'(0)) = (N(0),c"(0)) =
= (N, kn)(p) = ka(p).

Prin urmare valoarea celei de-a doua forme fundamentale pe un vector din v € T, S este
curbura normald a curbei tangente la v. Am obtinut astfel
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Teorema 8.2 (J.B. Meusnier). Toate curbele continute in suprafata S, care trec prin
acelasi punct si au acelast vector tangent au aceeast curburd normald in acest punct.

Acest rezultat ne permite sd vorbim de curbura normald de-a lungul unei directii prin
p. Un vector de normd 1 v € T,S si vectorul normal N(p) determind un plan ortogonal
pe T,S. Intersectia lui cu suprafata S se numeste sectiune normald de-a lungul lui v.
Intr-o vecinitate a lui p sectiunile normale sint curbe plane, avind vectorul normal egal
cu =N(p), deci curbura acestora coincide cu curbura normald.

Ezercitiul 8.1. Fie suprafata de revolutie obtinutd prin rotirea curbei de ecuatie z = y* in
jurul axei Oz. Atunci pentru p = (0,0,0), dN, = 0.

Cum dN,, este aplicatie ortogonald in fiecare p, atunci existd o bazd ortonormatd a
{e1, ea} de vectori propri ai sdi. Adicd dN,(e;) = —kie; si ANy (ez) = —kaes cu ky > ko din
interpretarea extremald a formelor patratice ([S, §10.2]) k; si ko sint maximul, respectiv
minimul formei II, restrinsd la cercul unitate din T,,S, deci sint maximul, respectiv minimul
curburii normale.

Definitia 8.3. Curbura normald mazimd k, st cea minimd ko se numesc curburile
principale ale lut S #n p. Directiile proprii corespunzdtoare (anume cele generate de
e1, respectiv e;) se numesc directiile principale in p.

Definitia 8.4. O curbd regulatd, conexd C C S cu proprietatea cd pentru orice punct
p € C, tangenta in punctul respectiv este directie principald se numeste linie de
curbura.

Dacd stim curburile principale, este usor sd determindm curbura normald pentru orice
directie din T,S. Intr-adevér, fie v € T,S, de norm& 1. Cum {e;, e,} este o bazd ortonor-
matd, atunci v = cos0e; + sin Oe, (unde O este unghiul intre e; si v). Curbura normald k,,
este

kn =II,(v) = —=(dN,(v),v) = —(dNy (cos Oe; + sin Oe,), cos Oe; + sin Oey) =
= (kq cos 0e; + ko sin Oeq, cos Oe; + sin Oeq) = k4 cos? 0 + ky sin? 0.

Formula obtinutd (numitd formula lui Euler) ne d& expresia formei a doua in raport cu
reperul {e, es}.

Se stie cd pentru o aplicatie liniard diagonalizabild (adicd avind doud valori proprii
distincte) intre spatii de dimensiune 2 determinantul este egal cu produsul valorilor propri,
lar urma este egald cu suma acestora.

Definitia 8.5. Fie S o suprafatd, p € S st dN,, : T,S = T,S aplicatia Gauss cu valorile
proprit —ki, —ky. Determinantul luis AN, , egal cu k ks, se numeste curbura Gauss
sau curbura totala a lut S in p si este notatd cu K. Urma pe jumdtate cu semnul —
a lur dN,, se numeste curbura medie si se noteazd cu H.

46



Avem ci y 5
He Ltk
2

Definitia 8.6. Un punct de pe o suparafatd S se numeste

e Eliptic dacd K > 0;

e Hiperbolic daca K < 0,

e Parabolic dacd K =10 st dN, # 0;
e Planar dacd dN, =0,

Intr-un punct eliptic curbura totald este pozitivd, deci curburile principale au acelasi
semn, deci vectorili normali al tuturor curbelor care trec prin p se afld de aceeasi parte a
planului tangent.

Ezercifiul 8.2. Ardtati cd toate punctele sferei sint eliptice. De asemenea punctul (0, 0, 0)
al paraboloidului z = x? + ky?, k > 0 este punct eliptic.

Intr-un punct hiperbolic curbura totald este negativd, deci curburile principale au
semne opuse, deci vectorii normali ai curbelor care trec prin p se afli de ambele parti
ale planului tangent.

Ezercitiul 8.3. Punctul (0,0,0) al paraboloidului hiperbolic z = y? — x? este punct hiper-
bolic.

Intr-un punct parabolic curbura Gauss este 0, dar una din curburile principale este
nenuld.

Ezercitiul 8.4. Aritati ci punctele cilindrului x? + y* = 1 sint puncte puncte parabolice.
Intr-un punct planar toate curburile principale sint 0. De exemplu punctul considerat

la Exercitiul B.1 este planar.

Definitia 8.7. Dacd in p € S ki = ky atunct p se numeste punct ombilical a luz S.
In particular punctele planare sint ombilicale.

Ezercitiul 8.5. Si se arate ci punctul (0,0, 0) al paraboloidului z = x* +y? este un punct
ombilical neplanar.

Propozitia 8.1. Dacd toate punctele unei suprafete conexe S sint puncte ombilicale
atunct S este continutd intr-o sferd sau intr-un plan.

Demonstratie. Fie p € S si r(u,v) o parametrizare in jurul lui p cu imaginea V
conexa.
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Cum orice punct q € V este ombilical atunci pentru orice vector w = a;r,, + asr, In
T4S, dAN(w) = A(q)w, unde A(q) este o functie reald pe V.
Ardtam cd A este constantd pe V. Avem

alNu + aQNv - 7\((11I'u + a2rv);
Cum w era oarecare obinem ca

N, = 7\I'u,
N, = Ar,,.

Derivam prima ecuatie In raport cu v, pe a doua in raport cu u, scddem si obtinem
Aury, — Ayry, = 0.

Cum r,, sir, sint liniar independenti obtinem cd A, = A, = 0. pentru orice q € V. Cum
V este conexa rezultd ca A este constanta.

Dacd A = 0, atunci N, = N, = 0 si prin urmare N = Ny — const pe V. Deci
(r(u,v),Ng)u = (r(u,v),Ng)y, = 0. Astfel (r(u,v), Ng) = const, deci toate punctele lui V
se afld Intr-un plan.

Dacd A # 0 atunci

(r(u,v) — %N(u,v)) = (r(u,v) — %N(u,v)) =0.

u v

Prin urmare punctul

) = (x(uv) = Ny

este fix si
1
2
u,v) —x[-=-.

Deci V se afld pe sfera de razd 1/|A| si centru x.

Am demonstrat propozitia local. Pentru a termina demonstratia, folosim faptul c& S
este conexd. Prin urmare, pentru orice doud puncte p, q € S existd o curbd ¢ : [0,1] — S cu
c(0) =psic(l) = q. Pentru orice punct c(t) existd o vecindtate V; in S inclusd intr-o sferd
sau un plan. Preimaginea c—!(V,) este un interval deschis in [0, 1]. Reuniunea Uc*(V,)
d& o acoperire a lui [0, 1]. Cum intervalul [0, 1] este compact acesta poate fi acoperit cu un
numir finit de multimi de forma ¢! (V,). Deci c([0, 1]) este acoperit cu un numir finit de
vecindtati V.

Dacd punctele unei vecindtdti se afld intr-un plan, atunci toate punctele sint intr-un
plan. Cum p, g sint arbitrare toate punctele lui S sint intr-un plan.

Analog dacd una dintre vecindtati este inclusd intr-o sferd, toate punctele lui S se vor
afla pe sfera.d.
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Definitia 8.8. Fie p un punct pe S. Se numeste directie asimptotica o directie a lus
T,S avind curbura normald 0. O curba asimptotica a lui S este o curbd requlatd st
conezd, astfel incit pentru orice p € C tangenta la C in p este directie asimptoticd.

Pentru a studia directiile asimptotice putem folosi indicatricea lui Dupin. Fiep € S,
se numeste indicatricea lui Dupin multimea vectorilor w € T,S cu II,(w) = +£1.

Presupunem cad w = &e; + ne, In raport cu baza ortonormatd de vectori propri ai
aplicatiei Gauss. Scriem w in ,coordonate polare” w = pv cu |v| = 1, v = cos 0e; + sin Oe,.
Din formula lui Euler, avem

+1 =11, (w) = p?I1, (v) = kyp? cos® 0 + kop?sin® 0 = k, &2 + kom?.

Deci indicatricea lui Dupin este reuniunea a doud conice in T,S. Se observad cd in
punctele acesteia curbura normali este k,, (v) = II,(v) = £(1/p?).

Pentru un punct eliptic indicatricea lui Dupin este o elipsd (k; si ky au acelasi semn).
Pentru un punct hiperbolic indicatricea este reuniunea a doud hiperbole avind asimptote
comune. Pentru puncte parabolice, una din curburile principale este 0, deci indicatricea
lui Dupin este o pereche de drepte paralele.

8.1 Exercitii

Ezercitiul 8.6. Presupunem cd o suprafatd are [ky,|ks] < 1. Atunci este adevdrat cd
curbura k a unei curbe pe S satisface [k| < 17

Ezercitrul 8.7. Ardtati cd dacd intr-un punct neplanar, curbura medie este nuld, atunci
punctul are doud directii asimptotice.

Ezercitiul 8.8. Descrieti imaginea aplicatiei Gauss pentru urmdtoarele suprafete:

1. Paraboloidul de rotatie z = x? + y?;
2. Hiperboloidul de rotatie x* + y* — z? = 1;
3. Catenoidul x? +y? = ch’z;

Ezercitiul 8.9 (Teorema Beltrami-Enneper). Fie C o curbd asimptoticd avind curbura
nenuld peste tot. Atunci
Tl = v—K

Bibliografie

[S] G.E. Silov. Analizd matematicd.Spatii finit-dimensionale. Editura Stiintificd si
Enciclopedicd, Bucuresti, 1983.
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Lectia 9

Curbura medie si curbura totala

9.1 Formule de calcul pentru curbura

In lectia precedents aplicatia Gauss si cea de-a doua form fundamentals au fost definite
geometric, fard a face apel la o parametrizare locald. Este util insd sd avem o formuld locald
pentru aplicatia Gauss si curbura totald, adicd o formuld care sd ne permitd calculele intr-o
paramentrizare locald. In ceea ce urmeazi vom presupune ci parametrizare v: U — S este

compatibild cu N, adicd
r, Xr,

ey X1yl
Fixdm un punct p € S, si o curbd, c(t) = r(u(t),v(v)) cu c(0) = p. Atunci vectorul
tangent la curbd in p are formula ¢’ = u'r, +v'r, si AN, (c’) = u'Ny+v'N,. Cum vectorii
N, si N, apartin lui T,S scriindu-i in functie de baza canonicd a acestuia obtinem

Ny = ajiry + agry

Nv = Q9l'y + Qgoly,. (91)

Prin urmare
dNp(c) = (anu’ 4+ apv')ry + (agu’ + axnv')r,,

/ /
u ap;; iz u
dNP / = / :
Y ao1 Q99 Y
Prin urmare dN,, are matricea (aj;) i1 In raport cu baza (ry,ry).

)

Formula celei de-a doua forme fundamentale este

Adica

II,(c') = —(dN(c'), ¢’y = —(u'Ny +Vv'Ny, u'ry +v'ry) =
=L(u)*+2M(u'v') + N(v')?, (9.2)
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coeficientii L, M si N au formulele

L=—(Ny,ry) =(N,ry,)
M = —(N,,r,) = (N,ry,) = (N,ryy) = —(Ny,r,)
N =—(N,,r,) = (N,r,,).

Determindm acum coeficientii a; in functie de L, M, N (si E,F,G). Avem

—L = (Ny,ry) = a;;E+ ayF,

—M = (Ny,r,) = anF+ axG,
—M = <Nv,1‘u> = C111E + a21F7
—N = <Nv71‘v> = Cl12F + CIQQG,

Deci

sau matricial
. L M . ap;; aop E F
M N N Ao A9 F G ’
< 1

Matricea inversa este

-1
E F 1 G —F
F G CEG-PFP\ -F E )’

Astfel daci notdm valoarea determinantului primei forme p&tratice cu D (=EG — F?)

obtinem
a MF - LG
11 — D )
Qo — NF-LG
12 — D )
LF—-— ME
Ao = D )
MF—-NE
Qoo = D

Ecuatiile (9.1)) cu valorile coeficientilor date mai sus se numesc ecuatiile lui Weingarten.
Curbura Gauss era definitd ca det(dN,,), alfel spus

LN — M?
v (9.3)

K= det(aij) = e =
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Pentru curbura medie, ne amintim cd curburile principale sint valorile proprii ale apli-
catiel Gauss. Prin urmare sint rdddcini ale polinomului caracteristic

k* + (a1 + axn)k + ajjas — as a;s = 0.

Deci curbura medie are formula

1 1LG —2MF+ NE
H:—é(a11+a22):§ C_PR

(9.4)
Polinomul caracteristic se rescrie

k* —2Hk + K = 0. (9.5)
R&dé&cinile sale (anume curburile principale) sint

k=H+VH2 K. (9.6)

Am obtinut astfel o formuld pentru curburile principale in functie de curburile medie si
totald. Se vede din aceste formule cd cele doud curburi principale k;(q) > ka(q) sint
functii continue pe S, diferentiabile, mai putin eventual In punctele ombilicale (pentru

care H? = K).
Ezercitrul 9.1. S& se calculeze curburile totald si medie ale torului.

Ezercitrul 9.2. Fie ,saua maimutei”, suprafata definitd prin

x=u, y=v, z=u’-3"u,

Fig. 9.1

Calculati curbura ei totald.
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Ezercitrul 9.3. Fie suprafata de rotatie obtinutd prin rotirea lantisorului in jurul asimptotei
sale. Determinati o parametrizare a acesteia si calculati curbura sa totald.

Definitia initiald a lui Gauss nu fdcea uz de derivata aplicatiei care-i poartd numele, ci
chiar de aplicatia N. Astfel curbura capatd o semnificatie geometrica.
Pentru inceput sd observdm cd pentru o bazd {w;,w,} a lui T,S (p fiind un punct cu

K(p) # 0).
de(Wl) X de(Wg) = det(de)(wl X WQ) = K(p) Wi X Wa. (97)

Adicd, In cazul in care K(p) > 0, N pdstreazd orientarea, iar in cazul in care K(p) < 0,
aplicatia Gauss schimbd orientarea. O orientare In T,S, induce o orientare pe curbele
inchise continute intr-o vecindtate a lui p pe S, iar imginile lor prin N vor avea aceeasi
orientare sau orientare contrard dupd semnul lui K(p). Facem conventia ca aria unei
vecindtdti conexe V a lui p si aria imginii ei prin N au acelasi semn dacd K(p) > 0 si
semne contrare dacd K(p) < 0. Avem acum interpretarea geometricd a curburii pentru
cazul K # 0.

Teorema 9.1. Fie p € S cu astfel incit K(p) # 0 st fie V o vecindtate conexd a lui p,
pe care K nu-si schimbd semnul. Atunci

/

K(p) = lim e (9.8)

A—0

unde A este arta unet regiunt BNV cu p € V, A’ este aria imaginit lur B prin
N :S — S2, iar limita este luatd dupd un sir {Bn},, de regiuni care converg la p (adicd
orice sferd centratd in p va contine toate B, pentru n suficient de mare).

Demonstratie. Aria A a lui B are formula

A= JJ Ir. x r,|dudv, (9.9)
R
pentru o parametrizare r(u,v) a cdrei imagine contine V, iar R este regiunea din plan care
corespunde lui V.
Aria A’ a lui N(B) este
Al = JJ IN. x N,|dudv = JJ K|r,, x ry|dudv. (9.10)
R R

A doua egalitate rezultd din definitia lui K si din conventiile pe care le-am facut. Notind
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cu R aria regiunii R avem

o1
]lzlg%] R | Jg Klry x ry[dudv B

lim & [ [ Iry x ryldudy B

_ Key x|
ey X 1y

(am folosit teorema de medie pentru integralele multiple ([C]). O.

Ezercitrul 9.4. Ardtati cd in toate punctele unui plan curbura este nuld. Aceeasi intrebare
pentru cilindrul circular drept.

9.2 Curbe pe suprafete

Pentru a vedea cum se curbeazd o suprafatd este util sd ne uitdm la curburile curbelor
continute in aceasta. Pentru aceasta, fie ¢ : I - M o curbd paprametrizatd canonic,
continutd intr-o suprafatd S. Cum c’(s) este un vector tangent pentru orice s € I, c¢’(s)
va fi ortogonal pe N(c(s)). Deci c¢’, N si N x ¢’ formeazd un reper ortonormat in fiecare
punct al curbei c. Acesta se numeste reperul Darboux al curbei c.

Cum curba noastrd este parametrizatd canonic, atunci c” este ortogonal pe ¢’, deci va
fi o combinatie liniard de N si N x ¢’

c” =knaN+kg(N xc’). (9.11)

k., este curbura normali a curbei ¢ (Def. B.9),iar k4 se numeste respectiv curbura geodezica
in punctul s. Urmadtorul rezultat ne permite sd calculdm aceste cantitati.

Propozitia 9.1. Fiec:1 — S o curbd parametrizatd canonic pe o suprafatd S. Atunct

kn = (c”,N), kg = (c",N x '), (9.12)
2 2 _ 12

K24+ =12, (9.13)

kn =kcos0,ky = +ksin0, (9.14)

unde k este curbura curbei, 1ar O este unghiul format de N s n, vectorul normal la
curbd.

Demonstratie. Ecuatiile (9.12) sint evidente tinind seama de faptul ci N si N x ¢’
sint ortogonale si de norma 1. Ecuatia (D.14) rezultd din (0.13) si din faptul c& ¢” = kn.
Ecuatia (9.13) este acum automats. O
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Ezercifrul 9.5. Ardtati cd pentru orice curbd de pe sfera de razd R, curbura normald este
4L

Comportarea curbelor pe suprafatd ne permite sd formuldm un prim rezultat global
privind curbura Gauss a unei suprafete. Am vdzut in unele din exercitiile de mai sus citeva
exemple de suprafete care au curbura cel mult 0. Toate aceste exemple nu sint compacte.
Acest lucru nu este o intimplare dupa cum ne spune

Teorema 9.2. Fie S o suprafatd regqulatd, compactd. Atunci S are cel putin un punct
eliptic (adicd un punctp cu K(p) > 0).

Demonstratie. (dupd [P]). Vom folosi urmdtorul fapt elementar depsre multimi
compacte: dacd X C R? este compactd si f : R> — R este continu¥, atunci f are un maxim
si un minim pe X.

Fie acum f: R3 — R, f(v) = [v[2. Cum f este continud existd un punct p € S care este
punct de maxim pentru f. Deci S este continutd in bila cu centrul in origine si razd [p| si
intersecteaza sfera de razd |p| in p. Ardatdm cd in p curbura Gauss a lui S este cel putin
egald cu cea sferei in p, anume 1/|p/°.

Pentru aceasta, fie c : | — S o curbd parametrizatd canonic cu c(0) = p. Atunci
t— f(c(t)) are un maxim local in 0. Prin urmare

d . d?

af(c(t)) 0T 0 si @f(c(t)) - <0. (9.15)
Explicit

(c(0),c’(0)) =0 i (c(0),c"(0)) +1<0. (9.16)

Deci vectorul de pozitie al lui p = c(0) este ortogonal pe orice vector tangent. Consideram
o parametrizare r a lui S In jurul lui p cu N vectorul sdu normal. Avem cd

N = i%. (9.17)
Inegalitatea din (9.16) se rescrie ca
(£lc(0)IN,c”(0)) < —1, (9.18)
adicd
+ Jplky < —1. (9.19)

Deci ky < —1/lp| sau k,, > 1/[p|. Cum curbura normald se afld intre curburile principale
principale, iar curba c este oarecare obtinem K = k;ky > 1/|p[* > 0.0

O clasd foarte importante de curbe este formatd din geodezice. Acestea joacd pentru
suprafatd acelasi rol cu dreptele din plan. Dreptele sint percepute ca drumuri pe care
mergem fard ,sd miscdm volanul”. De fapt ceea ce percepem ca drepte sint curbe pe o sferd
avind componenta tangentiald a celei de-a doua derivate nuld. Riguros avem
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Definitia 9.1. O curbd c: I — S pe o suprafatd requlatd se numeste geodezica dacd
are ¢ (t) = 0 sau c”(t) este perpendiculard pe planul tangent in c(t), pentru orice
tel

Din punct de vedere fizic o geodezicd este traiectoria descrisd de o particuld care se misca
pe suprafatd doar sub influenta gravitatiei (care actioneazd perpendicular pe suprafatd).
Avem citeva caracterizdri simple ale geodezicelor.

Propozitia 9.2. Orice geodezicd are viteza constantd.

Demonstratie. Intr-adevir fie ¢ : I — S o geodezici. Atunci

d 112 d / / 12 /
—|c'|"=—(c',c’) =2(c",c’). 9.20
e = (el e = 2(e ) (9.20)
Cum c este geodezicd, c” este ortogonal pe c’, deci lungimea derivatei este constanta.d.
Daca reparametrizam curba dupéd lungimea arcului 1 = |¢’| = cons, atunci vom avea
c(t) = c(t/1) o astfel de parametrizare cu

s R ' b

Prin umare ¢” si c” sint coliniari, deci ne putem restringe la cazul geodezicelor parametrizate
canonic.
Legdtura intre curbura geodezicd si geodezice este datd de

Propozitia 9.3. O curbd parametrizatd canonic este goedezicd, dacd si numai dacd
are curbura geodezicd identic nuld.

Demonstratie. Fie c o curbd parametrizatd canonic, p = c(0) € S sir o parametrizare
locald in jurul lui p cu vectorul normal N. Atunci

kg = (c”,N xc'). (9.22)

Cum c” este coliniar cu N, acesta este ortogonal pe N x c’, deci kg = 0.

Reciproc sd presupunem cd kg = 0, atunci c” este ortogonal pe N x c¢’. Cum c este
canonic parametrizatd, atunci ¢’ este ortogonal pe ¢’. Deci nu ne rdmine decit cd c” este
coliniar cu N. O.

Din acest fapt obtinem c& orice (segment de) dreaptd este geodezicd. O altd clasd de
geodezice este data de

Propozitia 9.4. Orice sectiune normald (intersectia suprafetei cu un plan ortogonal
pe planul tangent) este geodezicd.
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Demonstratie. Planul normal care ne da sectiunea are planul director generat de un
vector tangent v si de N. Sectiunea normald este o curbd pland pe o vecindtate a lui p,
avind ¢’ coliniar cu v si n coliniar cu N (sau nul). Din formula (9.14) obtinem ci k, = 0,
deci sectiunea normald este geodezicd. O

Propozitia de mai sus ne spune in particular cd cercurile mari ale sferei sint geodezice.

Din pdcate caracterizdrile geometrice prezentate mai sus nu sint usor de verificat in
practicd. O caracterizare analitica este data in

Teorema 9.3. O curbd c : I — S este geodezicd dacd st numai dacd pentru orice
parametrizare locald, astfel incit c(t) =r(u(t),v(t)), sint satisfdcute ecuatiile

d / / _1 / 17 /
E(Eu +F) = 2(Eu(u )2 4+ 2F, (V) + Gy (v))?)
%(Fu’ +GV') = %(Ev(u')2 +2F, (uv') + G, (v')?) (9.23)

numite ecuatiile geodezice.

Demonstratie. {r,,r,} este o bazd in planul tangent, atunci c este geodezicad daca si
numai dacd c¢” este ortogonal pe r,, sir,. ¢/ =u'r, +Vv'r,, prin urmare avem

<(%(u’ru —|—v’r\,)> ) =0 (9.24)
(L ey +vr0) ) 1) = 0 (9.25)
dt u v )y VvV *
Membrul sting al ecuatiei (9.24) este egal cu
dr
Bt A ’ A 1L U
dt(u r, +v'ry,,r,) — (U'r, +v'ry, T )
— %(Eu’ +F)— (ury +v'r,, uryy + V1)
d
= g (B V) — (W), ra) +wV (P mu) + (rvstwn) + (V) () ) -

Ne aducem aminte de formulele coeficientilor primei forme fundamentale. Astfel

E.= <ru7 ru>u - <ruu7 ru) + <I‘u, ruu> = 2<ru7 ruu>7 (926)

deci (r,ryy) = %Eu. Analog (ry,ry,) = %Gu si (ry, ryy)+(ry, ryy) = Fyy. Fdcind inlocuirile

obtinem c¥ ecuatia (D.24) este echivalents cu

1
%(Eu’ FR) = SR + 2R W) + Gulv)) =0, (9.27)

adicd prima ecuatie geodezicd. Analog demonstrdm pentru cea de-a doua.O.

Ezercitiul 9.6 (**). Determinati geodezicele sferei.
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Lectia 10

Geometria Intrinseca a Suprafetelor.
Theorema egregium

10.1 Izometrii

Am vdzut cd pentru o suprafatd S, prima forma fundamentald ne permite sd calculdm
lungimi, arii, unghiuri etc. pe suprafete, fard a le pdrdsi pe acestea. Aceste concepte
spunem cd sint intrinsece suprafetei. Vom ardta cd si curbura Gauss nu depinde decit
de prima formd fundamentald, deci si ea este o mdrime intrinsecd. Pentru a putea vorbi
riguros despre suprafete ,congruente” vom introduce notiunea de izometrie.

Dacd ne uitdm la plan si la cilindru observam cd pentru amindoud prima formd funda-
mentald are aceeasi expresie si deci lungimile si unghiurile au aceeasi comportare locala.
Vom vedea si alte aspecte ale suprafetelor care depind doar de prima formd fundamentald,
si deci vor fi intrinseci.

Fie acum S si S suprafete regulate.

Definitia 10.1. Un difeomorfism ¢ : S — S se numeste 1zmometrie, dacd pentru orice
p €S st orice wi,w, € T,,S, avem

<W17W2>‘p = <d(Pp(W1)7 d(Pp(W2)><p(p)- (10~1)
spunem cd S st S sint izomorfe.
Dacd @ este izometrie, atunci
Lop) (dpp(W)) = {dep (W), dop (W) o p) = (W, W) = T (W), (10.2)

pentru toti w € T, S. Reciproc dacd un difeomorfism ¢ pdstreazd prima formd fundamen-
tald, adica
Lop) (dop(w)) =1, (w), VW € TS, (10.3)
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atunci folosind formula polard care leagd o formad patraticd de una biliniarad, avem

2<W17W2> = Ip(wl +W2) - Ip (Wl) - Ip(w2) -
= I(p(p) (d(pp (Wl +W2)) - I(p(p) (d(P‘p(Wl)) - I(p(p) (d(pp(WQ))
= 2<d(Pp(W1), d(pp(w2)>7

adicd ¢ este izometrie.

Definitia 10.2. O aplicatie ¢ : V — S de la o vecindtate V a unui punct p € S
se numeste izometrie locald, dacd ezistd o vecindtate V a lui @(p) € V astfel incit
@ : V = V este izomnetrie. Dacd pentru orice punct p € S existd o izometrie locald
pe S. Atunci se zice cd S este local-izometricd cu S.

Este evident cd dacd ¢ : S — S este un difeomorfism care este si izometrie locald in
fiecare punct, atunci ¢ este izometrie globald. Se poate sd existe o izometrie locald intre
doud suprafete, fard sd existe o izometrie globald. Avem

Ezemplul 10.1. Fie cilindrul drept avind parametrizarea r : U — R3, cu T(u,v) =
(cosu,sinu,v) cu U ={(u,v) € R3¥)0 < u < 27, —00 < v < oo} si planul de parametrizare
r(u,v) = po+uu+vv. Ludm aplicatia @ =roT '. Atunci ¢ este o izometrie locali. Intr-
adevdr, fie p € T(U) si un vector tangent w la cilindru in p. Presupunem cd w este tangent
la curba vr(u(t),v(t)). Atunci (u(t),v(t)) este o curbd in U. Atunci w = r,u’ +1,Vv’.
Pe de altd parte de(w) este tangent la curba ¢ (T (u(t),v(t))) = r(u(t),v(t)). Deci
dew)=r,u' +r,vV.Cum E=E,F=F,G =G avem c&

Lo(p)(d@p(w)) =E(1/)* + 2Fu'v' + G(v')* =
E(w)? +2Fu'v' + G(v')* = I, (w).

Deci cilindrul este local izometric cu planul. Cele doud suprafete nu sint izometrice,
deoarece nu poate exista un difeomorfism intre cilindru si plan.
Acest rezultat se generalizeazd astfel:

Propozitia 10.1. Presupunem cd ezistd parametrizarir: U — S sit: U — S astfel
incit E=E,F=F,G =G. Atunci aplicatia @ =Tor ':r(U) — S este izometrie locald.

Fie p € r(U) si w € T,,S. Atunci w este tangent la o curba r(o(t)) cu r(x(0)) = p si
o(t) = (u(t),v(t)) este o curbd in U. Deci w =r,u’ +r,v’. Prin constructie dg,(w) este
tangent la curba For 'or(a(t)) = F(«x(t)) in t = 0. Adicd de,(w) =T, u’ +T,v'. Cum
coeficientii primei forme fundamentale coincid avem cd I,(w) = L, (p)(de,(w)) in fiecare
p. Deci ¢ este izometrie locald. O.
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Ezemplul 10.2. Fie S o suprafatd de revolutie avind paramaterizarea locald
r(u,v) = (f(v) cosu, f(v) sinu, g(v)), (10.4)
cua<v<b. 0<u<2msif(v)>0. Coeficientii primei forme pdtratice sint
E=(f(v))’, F=0, G=(f(v)*+ (g’ (V) (10.5)

Dacd ludm ca generatoare lantisorul x = achv,z = av. Atunci coeficientii primei forme
fundamentale sint

E=a’h’, F=0, G=a*1+sh’)=a’h’. (10.6)

Aceastd suprafatd se numeste catenoid.
Consideram acum elicoidul, dat de parametrizarea

(1, V) = (VeosT, vsin T, au), (10.7)

cu 0 <u<2msi —oo <V < oo. Dacd facem schimbarea de variabild U = u si v = ashv
obtinem o noud parametrizare

r(u,v) = (ash vcosu, ash sinu, au) (10.8)
a cdrei primd formd fundamentald are coeficientii
E=a’h’, F=0, G=a’h’. (10.9)

Din propozitia precedentd ne spune cd elicoidul si catenoidul sint local izometrice.

(a) Catenoidul (b) Elicoidul
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Suprafetele izometrice sint echivalente din punct de vedere al distantei, dupd cum
suprafetele difeomorfe sint exhcivalente din punct de vedere diferentiabil. Putem sd con-
siderdm si alte notiuni de echivalentd pentru suprafete. Spre exemplu motivati de teoria
functiilor complexe si de mecanica fluidelor definim:

Definitia 10.3. Un difeomorfism @ : S — S se numeste aplicatie conformd, dacd
pentru orice p € si orice vi,Vvy € T,S avem

(d@p(vi), d@p (va)) = A% (p)(vi, va)p, (10.10)
cu A’ o functie diferentiabild si nicdieri nuld pe S.

O trasformare conformi va pistra unghiurile, dar nu neapirat lungimile. Intr-adevir,
fie «,p : I — S, doud curbe pe S care se taie in t = 0. Unghiul intre ele va fi

(o, B")
Joc/|1B]

cosO =

Dacd ¢ este o aplicatie conformd si 0 este unghiul intre imaginile curbelor, atunci

= (de(a), @(B))  A{«',B)
39 = g lde(B)] ~ Alllp]

Ca si In cazul izometriilor locale, avem cd doud suprafete sint local conforme, daca

= cos 0.

si numai dacd In parametrizdrile respective, coeficientii primei forme fundamentale sint
proportionali, cu factorul de proportionalitate A%, o functie diferentiabild si nicdieri nuls.
Avem

Teorema 10.1. Orice doud suprafete regulate sint local-conforme.

Acest fapt se bazeazd pe existenta pentru orice suprafatd regulatd a unei parametrizari
locale pentru care coeficientii primei forme fundamentale sint E = A%*(u,v) > 0, F = 0,
G = A*(u,v). Un astfel de sistem de coordonate se numeste izotermal. Existenta sa este
mai greu de dovedit si nu o vom demonstra aici.

10.2 Curbura Gauss

Prin analogie cu triedrul Frenet vom asocia fiecdrui punct de pe suprafata S un triedru
si vom studia derivatele vectorilor care il compun. Triedrul considerat va fi {r,,r,, N}
pentru o parametrizare locald r : U — S. Exprimdm derivatele acestora in raport cu baza
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aleasd obtinem

Tyy = Flllru + l’%rv + LN,
ruy = Moty + Thr, + LN,

rv, = My + Mgy + LN (10.11)
Iy = Doty + Ty + L3N
Ny, = ajiry + asry,

N, = ajory + agory.

Coeficientii ai; au fost determinati si sint dati de formulele lui Weingarten. Vom determina
ceilalti coeficienti. Ff;, se numesc coeficientii Christoffel ai lui S. Cum ry, =r,, avem ca
'K = I'¥ ,pentru orice k = 1,2. Facind produsul scalar cu N in ecuatiile ([L0.11]), obtinem
cal; =L L=LL=M si L3 = N. coeficientii celei de-a doua forme fundamentale. Pentru

a determina coeficientii Christoffel facem produsele scalare cu ry, si r,. Obtinem sistemul
1 2 1
THE+THF = (ryu,ry) = QE‘*
1
MLF+ TG = (ruwtv) = Fu — 5B,

1
MLE +THF = (ry,,ry) = 5Ev
1
1
F212E + F222F = (ryy,ry) =F, — §Gu

1
FlllF + F121G = (ryy,Iy) = §Gv.

Se observa cd este vorba de fapt de trei sisteme cu douad necunoscute, fiecare avind deter-
minantul EG — F? # 0. Deci putem determina coeficientii Christoffel exclusiv in functie
de coeficientii primei forme pdtratice. Cu toate cd nu vom calcula explicit coeficientii
Christoffel avem o consecint| importantd a sistemului: Orice expresie care implicd doar
acesti coeficienti este un invariant in raport cu izometriile.

Din expresiile pentru derivatele triedrului {r,,r,, N} vom obtine o relatie intre coefi-
cientii primei si celei de-a doua forme pdtratice. Pornim de la relatiile

(ruu)v - (ruv)u =0,
(rvu)u - (rvu)v - Oa

Ny — Ny =0.



Inlocuind cu expresiile (10.11)) expresiile de mai sus pot fi scrise

Alru + Blrv + ClN = 0,
Agru + BQI‘V + CQN == 0,
Agru + BgI’V + C3N = 07

coeficientii A;, B; si C; depinzind de E,F, G si L, M, N. si derivatele lor. Cum {r,,r,, N}
sint liniar- independente, avem cd A; = 0,B; = 0 si C; = 0, pentru orice i = 1,2,3. Din
A{,B{,C; =0 avem ca

r111ruv + r1211'\;\) + ]—Nv + (r111)vrv+
LN =Thruy + Torv, + M- Ny 4 (Th)ur + (T3)ury + M N. (10.12)

Egalind coeficientii lui r, si $inind seama de ([L0.11]) si ecuatiile lui Weingarten pentru aij,
obtinem

(r122)u — (r121)v + F112F121 + F122F122 - F121F222—
LN —M?

Aceastd ultimd egalitate care ne spune cd curbura Gauss depinde doar de coeficientii lui
Christoffel si de cei ai primei forme fundamentale este rezumata de

Teorema 10.2 (Theorema Egregium). Curbura Gauss este tnvariantd la izometrit lo-
cale.

Acest rezultat obtinut de Gauss, a pus practic bazele geoemtriei diferentiale moderne,
avind un numdr mare de aplicatii. Spre exemplu ne spune cd elicoidul si catenoidul au
curburile Gauss egale.

Revenind la calculele incepute, observam cd egalind coeficientii luir,, in () obtinem

w

Cca
(My)w — (My)y + THM, — TATS, = FK. (10.14)

Egalind coeficientii lui N in aceeasi ecuatie, relatia C; = 0 ne spune

L, —My =L, + M(T3, —T}) — N2, (10.15)
Analog pentru C, = 0 obtinem

M, — N, = 1Ty, + M(TZ, —T},) — NT.,. (10.16)

Ultimele doud ecuatii se numesc ecuatiile Codazzi-Mainardi.
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Lectia 11

Clase remarcabile de suprafete I

Ne vom ocupa mai In am&nunt de unele suprafete, caracterizate de proprietdtile cur-
burilor lor, in special curbura medie si curbura toatald. Pentru inceput ne ocupdm de
curbura medie.

11.1 Suprafete minimale

Definitia 11.1. O suprafatd S C R® se numeste minimald, dacd are curbura medie
1dentic egald cu 0.

Denumirea de minimald, provine datoritd urmatorului fapt. S& considerdam urmdtoarea
problem variationald: Fie r : U — R?® o parametrizare regulati a unei suprafete. Fie
D C U un domeniu mirginit si h : D — R o functie diferentiabild (D = D N dD).

Considerdm variatia normala a lui r(D) determinatd de h, adicd aplicatia
@:D x(—e,e) = R3,
e(uw,v,t) =r(u,v) + th(u, v)N(u,v).

Pentru fiecare valoare a lui t € (—e, €), aplicatia r* : D — R3, r*(u,v) = @(u,v,t) este
parametrizarea unei suprafete, cu

a t
ﬁ — 1, + thN, + th,N,
a t
% — 1, + thN, + th,N.

Coeficientii primei forme fundamentale sint

E' = E + th({ry,Ny) + (ry,Ny)) + t*h*(N,, N,) + t*h hy,
F' = F+th({ry,N,) + (r,,Ny)) + t*h*(N,,N,) + t*h,h,,
G' =G +th({ry,N,) + (r,,N,)) + t*h*(N,,N,) + t*h, h,.
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Tinind seama de expresia coeficientilor celei de-a doua forme fundamentale

L=—(ry,Ny)
M = —((ry,N,) + (r,,N,))
N = —(r,,Ny)

si ale curburii medii
_ 1EN-2FM +GL

2 EG —F? ’

H (11.1)

obtinem

E'G'— (F')2=EG—F* —2th(EN—2FM + GL) +R =
= (EG — F*)(1 —4thH) + R,

unde R este o functie de t cu lim;_,o R/t = 0. Deci pentru e suficient de mic r' este o

supratatd regulatd. Aria lui r*(D) este

Alt) = J VEtGt — (Ft)2dudv =
D
= J V1 —4thH + RVEG — F2dudyv,
D

cu R =R/(EG — F?). Daci € este mic A depinde diferentiabil de t. Avem

d

EA(t)

= —J 2hHVEG — F2dudv. (11.2)
t= D

Obtinem acum justificarea denumirii de suprafatd minimald. Anume avem

Propozitia 11.1. Fier : U — R® o suprafatd regulatd si D C U un subdomeniu
mdrginit al lur U. Atuncir este minimald dacd st numai dacd A'(0) = 0 pentru orice

D si orice variatie normald a lui r(D).

Demonstratie. Dacd r este minimald, atunci H = 0, deci A’(0) = 0. Reciproc sa
presupunem ci existd q € D, astfel incit H(q) # 0. Ludm h: D — R, h(q) = H(q) si
identic 0 inafara unei vecindtdti a lui q. Atunci A’(0) < 0 pentru variatia determinatd de
h, contradictie.O

Suprafetele minimale apar ca solutii ale problemei lui Plateau, anume : S3d se arate cd
pentru orice curbd C C R? existd o suprafatd S mirginitd de C. O parte importantd a
problemei constd In precizarea conditiilor problemei: ce curbe §i suprafete pot fi alese si
ce Inseamna cd o curba mdrginegte suprafata.
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Pentru a studia suprafetele minimale este util sd considerdm vectorul curburd medie
H = HN. Daci ne uitim la ecuatia (11.9) si punem h = H, atunci aceasta devine

A’(0) = —QJ_ (H,H)VEG — F2dudv,
D

deci A’(0) < 0 pentru variatia in directia lui H (cel putin initial). Deci aria deformérii va
scade.

Sd ne reaminitim c& o parametrizare r(u, v) se numea izotermald, dac& (r,,r,) = (r,,r,)
si (ry,ry) =0.

Propozitia 11.2. Fie r o parametrizare regulatd, izotermald a uneir suprafete S.
Atunc

Tuw + vy = 2A7H, (11.3)
unde \? = (ry,ry) = (1, 1,).
Demonstratie. Cum parametrizarea este izotermald, avem (r,,r,) = (r,,r,) si
(ry,ry) = 0. Derivind obtinem
<ruu7 ru> = <rvu7 rv> = _<ru7 rvv>‘ (114)

(Prima egalitate se obtine derivind in raport cu u, prima conditie, iar cea de-a doua
derivind-o in raport cu v pe a doua.)
Rezulta ca
(Tyu + Ty, Ty) =0 (11.5)

si a analog
(ryu + Ty, 1y) = 0. (11.6)

Deci ry, + ry, este paralel cu N. Curbura medie are valoarea

1L+ N
H=Z . 11.
2 N (L7
Prin urmare 2A’H = L + N = (N, 1y, +r,,), adici
Tuw + vy = 2A2H.O (11.8)

Din aceastd propozitie obtinem cd o suprafata parametrizatd, cu parametrizarea izoter-
mald, este minimald, dacd si numai dacd, toate componentele parametrizdrii (r(u,v) =
(x(u,v),y(u,v),z(u,v))) sint functii armonice (satisfac Af =0).

Ezxzemplul 11.1. Catenoidul are parametrizarea r(u,v) = (achvcosu, achvsinu, av). Se
vede usor cd E = G = a?ch’v, F =0 Sl Iryy + Iy, = 0. Deci catenoidul este suprafata
minimald.
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Fig. 11.1: Catenoidul

Se poate ardta cd singura suprafatd de rotatie minimald este catenoidul.

Ezemplul 11.2. Elicoidul este suprafata de parametrizare
r(u,v) = (ashvcosu, ashvsinv, au).
Atunci coeficientii primei forme fundamentale sint E = G = a2ch2v, F=0siry,+ry, =

0. Deci elicoidul este suprafatd minimald.

Elicoidul este singura suprafatd neplanard, minimala riglatd. Elicoidul si catenoidul au
fost descoperite de Meusnier in 1776, ca si puncte critice ale unei probleme variationale.
Urmadtoarea suprafatd minimald descoperitd este

Ezemplul 11.3. Suprafata lui Enneper are parametrizarea
3 V3

w
r(u,v) = (u—?+uv2,v—§+vu2,u2—v2) .

Se aratd cu usurintd cd suprafata Enneper este minimald. Se vede cu usurintd cd aceastd
suprafatd nu este regulatd peste tot, avind puncte de autointersectie.
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Fig. 11.2: Suprafata lui Enneper

Dupd cum se stie existd o legatura foarte strinsd intre functiile analitice pe C si functiile
armonice pe R?. O astfel de legdturd poate fi scrisd si pentru suprafete minimale. Anume
fier : U — R? o suprafatd regulat-parametrizatid. Definim functiile complexe

ox .0x

@1(0) = a —157
_dy .0y
@2(&) - au 16\17
0z .0z

@3(0) = a —157

unde ¢ = u+ iv € C. Avem urmdtoarea caracterizare

Propozitia 11.3. Fier : U — R?® o suprafatd parametrizatd regulat. Atuncir este
izotermicd, dacd s1 numai dacd @3 + @3 + @3 = 0. In acest cazr este minimald dacd
st numat dacd functitle @1, @2, @3 sint analitice.

Demonstratie. Prin calcul obtinem ci ¢% 4+ @3 + @3 = E — G + 2iF, de unde prima
parte a concluziei lemei. Acum r,,, +r,, = 0 dacd si numai dacd

0 (O0x) 0 [0x
2 (o) = v ()
0 (dy)y 0 [0y
o (o) =20 (a0
0 (0z) 0 [0z
2 (50) =20 (30)

Acestea reprezintd una din ecuatiile Cauchy-Riemann pentru ¢, @2, respectiv @3. Cealaltd
ecuatie este satisfdcutd intotdeauna. Deci suprafata satisface ry,, + ry, = 0 dacd si numai
daca functiile ¢ sint analitice. O.

Rezultatul acesta ne permite sd ddm un alt exemplu de suprafatd minimald, anume
suprafata lui Scherk:
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Ezemplul 11.4. Fie suprafata parametrizatd prin

C+1i (+1 +1
C_if’argc_l, CQ_].’)’ (119)

cu ¢ # *+1,+i, unde ¢ = u+1iv si arg( este unghiul facut de ¢ cu axa Ox. Se poate calcula
ca

r(u,v) = (arg log

2 2 e
1+C27 (p2_ 1_627 @3—1_64-

Se vede ci functiile @, @2, @3 sint analitice si @7 + @3 + @32 = 0.

P =

Fig. 11.3: Suprafata lui Scherk

Cu toate cd orice suprafatd admite o parametrizare locald izotermald este important
sd studiem suprafete date de parametrizdri arbitrare.Rezultatul fundamental al teoriei
moderne a suprafetelor minimale este teorema de reprezentare Enneper-Weierstrass, care
permite constructia unui mare numdr de suprafete minimale

Teorema 11.1. Pentru orice suprafatd minimald neplanard avind o parametrizare
r: U — R’ cu U simplu conex existd o functie olomorfd f: U — C st o functie
meromorfd g : U — C astfel incit fg? este olomorfd pe U si

x(w) :x0+ReJ %f(l—g2)dc
y(w) zyo—I—ReJ %f(l—kgz)dé (11.10)
z(w) =zo+ ReJ fgdc.

pentru orice w,wq € U sir(wg) = (X0,Yo,20) (am notat cu w =u+iv).
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Reciproc pentru orice pereche de functu f,g ca mai sus formulele ) dau o
suprafatd minimald, cu conditia ca domeniul U sd fie simplu-conez.

Folosind o functie meromorfd dublu-periodicd matematicianul brazilian Celso Costa
a construit in 1982 o suprafatd minimald completd (fard auto-intersectii sau alte puncte
singulare) surprinzind comunitatea matematicienilor in rindul cdrora se credea cd singurele
astfel de suprafete sint planul, catenoidul si elicoidul. Rezultatul lui Costa a provocat o
revenire a interesului pentru studiul suprafetelor minimale (dup& cum se poate vedea din
monografia in trei volume [DHS|, [DHT1], [DHT?2]).

Fig. 11.4: Doud vederi ale suprafetei lui Costa

Teoria suprafetelor minimale este unul dintre domeniile cele mai active ale geometriei
diferentiale, folosind insd metode de teoria ecuatiilor cu derivate partiale, analizd com-
plexd etc. Conditia de minimalitate este deosebit de restrictivd ducind la rezultate uneori
surprinzdtoare cum ar fi

Teorema 11.2 (Ossermann). Fie S C R® o suprafatd regulatd, tnchisd minimald si
neplanard. Atunci imaginea sa prin aplicatia Gauss N este densd pe sferd (pentru
orice punct al sferei existd un punct din imagine arbitrar de aproape de acesta).

Mai mult se poate ardta cd imaginea lui S via N ,rateazd” cel mult 4 puncte.
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Lectia 12

Clase remarcabile de suprafete 11

12.1 Suprafete de curbura totala constanta

Inainte de a discuta suprafetele de curbura total¥ constantd avem nevoie s& considerim
o clasd particulard de parametrizari.

Fie p € S si v — vy(v) o geodezicd parametrizatd canonic cu y(0) = p. Pentru
fiecare v definim u +— yV(u) o geodezicd canonic-parametrizatd cu yV(0) = y(0). Definim

parametrizarea r(u,v) = y¥(u). Avem

Propozitia 12.1. Ezistd un domeniu U in R? cu (0,0) € U, astfel incitr : U — S
este o parametrizare. In plus prima formd fundamentald este du? + G(u,v)dv?, cu G
netedd s1 G(0,v) =1, Gy (0,v) =0, pentru orice (0,v) € U.

Demonstratie. (Schitd) Avem cd pentru orice v,

d d

r(0v) = L9 0w = L5400 =

= — . 12.1
du u=0 dv dev) ( )

Deci acesti vectori sint perpendiculari. Prin urmare pentru u = v = 0, rangul matricei Ja-
cobiene a lui r este 2 si putem aplica teorema de inversare locald. Decir este parametrizare
locald pentru valori al lui (u,v) apropiate de (0,0).

Calculdm acum coeficientii primei forme fundamentale. Avem

2
=1, (12.2)

d
E —_ u2 = ‘—~V
ol = | 9w

deoarece YV este parametrizatd canonic. Din ecuatia geodezicelor obtinem cd F,, = 0.
Pentru u =0, ry, si r, sint perpendiculare, deci F = 0. De aici rezultd cd F = 0 peste tot.
Deci prima formd fundamentald are expresia

du® + g(u,v)*dv? (12.3)
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Avem
v

dv 2
G(0,v) = [ry,(0,v 2:‘—’ =1, 12.4
(0,v) = Iy (0.V) = | 2 (12.4)
v avind vitezd 1. De asemenea din ecuatia geodezicelor rezultd ca G, (0,v) = 0.0
Structura locald a unei suprafete de curburd Gauss constantd este data de

Teorema 12.1. Orice punct de pe o suprafatd avind curbura totald constantd este
continut intr-o portiune izometricd cu o submultime deschisd a unui plan, sferd sau
pseudosferd.

Demonstratie. Putem presupune cd K = —1.0 sau 1. Alegem o parametrizare geodez-
icd r(u,v) cur(0,0) = p astfel incit prima forma fundamentald are expresia

du® + g(u,v)*dv? (12.5)
Folosind Theorema Egregium ([10.2) avem pentru curbura Gauss

a2
=3 +Kg =0, (12.6)

Avem si
g(u,v) =0si gy (0,v) =0. (12.7)

Dacd K = 0, atunci g(u,v) = au+ b, unde a si b sind functii netede de u. Conditiile
initiale (12.7) ne spun c¥ a = 0si b = 1. Deci g = 1. Astfel c4 prima form4 fundmanetals
este du? + dv?, deci r este izometricd cu o portiune deschisi a unui plan.

Presupunem acum ci K = 1. Atunci solutia ecuatiei ([12.6) este g = acosu + bsinu,
cu a si b nedepinzind decit de v. Din conditiile initiale (12.7) avem ci a = 1si b = 0.
Deci prima form3 fundamentali este du? + cos? udv?, care este prima form3 fundamentalX
a sferei parametrizatd cu u si v latitudinea, respectiv longitudinea. Deci r este izometrica
cu o portiune a sferei S%.

Pentru K = —1, atunci obtinem la fel ca mai sus cd prima formd fundmanetald este
du?+ch*udv?®. Facind schimbarea de variabils U = e tanhu si V = eVsechu, prima formd
fundamentald devine

dVv? + dw?

W2 ‘

Aceasta este prima forma fundamentald pentru pseudosfera parametrizatd cu variabilele
w =e " siv (modelul lui Lobacevski). O.

(12.8)

Referitor la suprafete de curburd constantd avem urmadtorul rezultat global:

Teorema 12.2. Orice suprafatd conexd si comapactd de curburd totald constantd este
pozitivd

Pentru demonstratie avem nevoie de un rezultat auxiliar.

74



Lema 12.1. Fier: U — R® o suprafatd parametrizatd, care contine un punct p care
nu este ombilical. Fie ki > ko curburile principale. Presupunem cd k, are un mazrim
local in p s1 ko are un manim local. Atunct curbura Gauss in p este < 0.

Demonstratie. Cum p nu este ombilical, k; > k, in p. Restringind eventual U putem
presupune cd aceasta este adevdrat pentru orice punct al suprafetei.
Putem presupune cd formele fundamentale au expresia

Edu? + Gdv?
LDu? + Ndv>.

Ecuatiile Gauss-Codazzi ne dau

1ar curbura Gauss va fi

<= v (o () 7 (6)) w29

In p derivatele curburilor principale se anuleazd, deci in p

K= 526 G+ Bl =515 (o 0eha — o lliln ) (1210
Cum p este punct de maxim local pentru ki, (ki),, < 0. Cum p este punct de minim
pentru ks, (k2)yy, = 0. Deci K< 0. O

Putem trece acum la demonstratia teoremei. Considerdm functia | = (k;—k2)?, definit
si continud pe S. Presupunem cd ] nu este identicd 0 pe S. Cum S este compactd, | va avea
un maxim > 0 pe S. Cum suprafata este compactd, avem K > 0. deci k;ky > 0. Putem
presupune cd ambele curburi principale sint pozitive. Presupunem k; > k,. Cum ambele
sint functii continue de p putem presupune cd k; > ko peste tot. Cum K este constants,
atunci functia (x — %)2 creste cu x > K/x > 0. Cum k; > K/k; = ky > 0 functia este
crescdtoare in k;, deci k; are un maxim local in p, deci ky = K/k; are un minim local in
p. Conform lemei de aici rezultd cd K < 0, contradictie.

Avem deci k; = ko > 0 pe S. Deci S este o submultime deschisd a sferei. Fiind
compactd, rezultd cd S este si Inchisd. Cum sfera este conexd singura submultime inchisd
si deschisd este ea Insdsi. O.
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12.2 Suprafete riglate

Definitia 12.1. Se numeste suprafatd riglatd o suprafatd avind parametrizare de
forma
r(t,v) =c(t)+vw(t), rel, veR. (12.11)

unde c : I — R3 este o curbd, iar pentru orice t, w(t) este un vector nenul (w depinde
diferentiabil de t).
Am intilnit deja o suprafatd riglatd, anume suprafata de tangente din Exercitiul @

Ezercitiul 12.1. Fie S! cercul de ecuatie x> +y? = 1 din planul xOy si c(s) parametrizarea
sa dupd lungimea arcului. Fie e; versorul axei Oz si pentru orice s, w(s) = c’(s) + e).
Atunci suprafata de parametrizare

r(s,v) =c(s) +v(c'(s) + e3) (12.12)
este o suprafatd riglatd. Pe componente avem
r(s,v) = (coss —vsins,sins +vcoss, V). (12.13)

Observim ci x? + y* — z? = 1, deci am obtinut hiperboloidul cu o pinzi. Luind w(s) =
—c’(s) + e3 obtinem aceeasi suprafatd, deci hiperboloidul cu pinzd are o dubld riglare.

Pentru a studia suprafetele riglate putem presupune cd |w(t)| = 0. De asemenea vom
face si presupunerea suplimentard cd w’(t) # 0, pentru orice t € I. Aceastd presupunere
implicd faptul cd (w(t),w’(t)) = 0 pentru orice t.

C&utdm acum o curbd y(t) astfel incit (y’(t),w’(t)) = 0 si curba este inclusd in
suprafatd, adicd existd o functie reald u(t) astfel ca

Y(t) = c(t) + u(t)w(t). (12.14)

Presupunem cd existd o astfel de curbd. Atunci v’ = ¢’ + u'w + uw’. Conditia de
ortogonalitate ne spune

0= (" w)={" w)+uw’,w (12.15)
De aici obtinem
(', w’
u= T (12.16)

si prin urmare gisim y datd de ecuatia(12.14).
Ardtdm acum cd y, numitd linie de Ingustare si ale cdrei puncte se numesc puncte cen-
trale, nu depinde de alegerea directoarei c. Fie c o altd directoare, care ne dd parametrizarea

r(t,v) =c(t) + sw(t) = c(t) + vw(t), (12.17)
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unde s = s(v) este o functie diferentiabild. Atunci linia de ingustare y satisface

y—¥=(c—2)+ —<C;V:,,CV/’V,V>V/>W E ((s 4 ;Vi?vvvv/,’f/)) w=0.  (12.18)
Putem alege linia de Ingustare ca directoare a suprafetei si sd scriem
r(t,u) =vy(t) + uw(t). (12.19)
Atunci
re=v +uw’, r, =w. (12.20)
Deci
re Xy =y xw+uw’ xw. (12.21)
Cum (W', w) =0si (W,y’) =0, atunci vy x w = Aw’, pentru o functie A. Deci
Ire X ro ]2 = M2w2 + w2 = (A2 +u?)w')% (12.22)

Astfel toate punctele singulare se afld de-a lungul liniei de strimtare si apar numai pentru
A(t) =0.
Calculdm acum curbura Gauss pentru punctele regulate. Avem

iy = Y” + LLWH, Xtu = W,a ry, = 0. (1223)

Pentru coeficientii formei a doua avem

(re Xry,rye) (¢ xw,w)

N=0 M= - (12.24)
|rt X ru| |rt X rul
Nu este nevoie sd calculdm L pentru cd N = 0. Deci
IN — M2 }\2 /14 7\2
K = — wi — . (12.25)
EG —F? (A2 +u?)?w'|* (A% +u?)?

Prin urmare curbura Gauss este negativa, fiind nuld de-a lungul riglelor care intilnesc linia
de ingustare in puncte singulare.

Se observd cd punctele centrale sint puncte de maxim ale functiei |K(u)l, iar valorile
acesteia sint egale pentru puncte situate simetric fatd de punctul central.

O clasd importantd de suprafete riglate este cea a suprafetelor desfdsurabile. Acestea
sint suprafete riglate care satisfac (w x w’,c¢’) = 0. Calculind coeficientii celei de-a doua
forme fundamentale obtinem

(wxw’ c

N=0, M= = 0. (12.26)

|rt X ru|

Deci K = 0. Din teorema avem cd astfel de suprafete sint local-izometrice cu un plan.
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