CERCETARE GENERALA ASUPRA SUPRAFETELOR CURBE

KARL FRIEDRICH GAUSS

I.

Cercetarile in care se studiaza directiile a diferite drepte din spatiu ating, de
cele mai multe ori, un foarte inalt grad de simplitate gi claritate daca se recurge
la folosirea unei suprafete sferice descrise cu o raza egala cu 1 in jurul unui centru
arbitrar si ale carei puncte sint tinute sareprezinte directiile dreptelor paralele cu
razele care au capetele in aceste puncte. Si cum pozitia tuturor punctelor din
spatiu se determing prin trei coordonate care reprezinta distantele la trei plane
fixe, perpendiculare intre ele, trebuie sa consideram, mai intii de toate, directiile
axelor perpendiculare pe aceste plane. Astfel, vom nota (1), (2), (3) punctele de
pe suprafata sferica ce reprezinta aceste directii: e clar ca distanta dintre aceste
puncte, doua cite doud, va fi un sfert de cerc. Vom presupune, de altfel, ca directiile
despre care e vorba sint cele care se refera la coordonatele pozitive.

II.

Nu e de prisos sa reamintim aici unele propozitii care se folosesc frecvent in
chestiuni de acest tip.

1. Unghiul a doua drepte care se taie are drept masura arcul cuprins intre
punctele corespunzitoare directiilor lor pe suprafata sferica.

2. Orientarea unui plan dat din spatiu se poate reprezenta printr-un cerc mare
al suprafetei sferice, situat intr-un plan paralel cu cel dat.

3. Unghiul a doua plane este echivalent cu unghiul sferic determinat de cercurile
mari care reprezintd planele si are, in consecintd, masura arcului cuprins intre
polii acestor cercuri mari. De aici urmeaza ca inclinarea unei drepte pe un plan
este masuratd de arcul de cerc mare dus perpendicular, din punctul corespunzator
directiei dreptei, pe cercul mare care reprezinta orientarea planului.

4. Fie z, y, 2z, ', v, 2’ coordonatele a doud puncte, r distanta dintre ele gi L
punctul care, pe suprafata sferica, reprezinta directia dreptei duse din primul punct
spre cel de al doilea. VSe va avea:

z' =z +rcos(1)L,
y' =y +rcos(2)L,
2 = 2+ rcos(3)L.
5. Rezulta de aici imediat ca, in general:
cos?(1)L + cos?(2)L + cos*(3)L = 1,
si, de asemenea, considerind un alt punct oarecare L' pe suprafata sferici,

cos(1)L - cos(1)L' + cos(2)L - cos(2) L' + cos(3)L - cos(3)L' = cos LL'.
1
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6. Teorema Fie L, L', L", L' patru puncte pe suprafata sferica si A unghiul
pe care arcele de cerc mare LL', L"L" il formeaza in punctul lor de intersectie.
Are loc:

cos LL" - cos L'L" — cos LL"' - cos L'L" = sin LL' - sin L" "' cos A.
Demonstratie. S& numim tot A gi punctul de intersectie insugi i sd punem
AL =, AL = tl7 AL = t”, ALM = 4.

)
Vom avea
cos LL' = cost - cost” + sint - sint” - cos A,

" m

cos L'L"" = cost' - cost” +sint' -sint" - cos A4,

" m

cos LL"" = cost - cost"” +sint -sint’” - cos A,

cosL'L" = cost' - cost” +sint’' -sint” - cos A;
§i, in consecinta
cosLL" -cos L'L"" — cos LL"' - cos L'L"
= cos A(costcost” sint' sint" + cost’ cost'"’ sintsint”
—costcost" sint'sint" — cost' cost” sintsint")
= cos A(costsint’ —sintcost')(cost” sint"" — sint” cost")
= cos Asin(t' — tt) sin(t"" —t")
= cos Asin LL'sin L"L"".
In afard de asta, cum pentru fiecare cerc mare existd doud ramuri care pleaca
din punctul A, aceste doud ramuri formeaza in acest punct doud unghiuri a caror
suma este 180°; dar analiza noastra arata ca trebuie sa consideram ramurile care
corespund sensului directiilor LL' gi L"L" gi, cum cele doud cercuri mari se taie
in doua puncte, se vede usor ca nu conteaza pe care dintre aceste puncte il alegem.
De asemenea, in locul unghiului A, putem folosi arcul cuprins intre polii cercurilor
mari din care fac parte arcele LL', LL". dar e clar ca acesti poli trebuie si aibd,
respectiv, aceeasi situatie relativ la arcele lor; altfel spus, in timp ce ne deplasam
de la L citre L' sau de la L" citre L", fiecare dintre cei doi poli trebuie sa fie de

aceeasi parte, fie la dreapta, fie la stinga. 7. Fie L, L', L" trei puncte pe suprafata
sferica gi sd punem, pentru a scurta,

cos() L=z, cos(2)L =y, cos(3)L =z,
cos(1)L' =x', cos(2)L' =y', cos(3)L' =2,
cos(1)L" =z", cos(2)L" =y", cos(3)L" =2";
sa punem, de asemenea
my'z" + m'y”z + :c”yz' N :cy”z' . w'yz” . a;"y'z — A,

S& notdm cu A unul dintre polii cercului mare din care face parte arcul LL', cel
care se giseste, fatd de acest arc, la fel ca punctul (1) fatd de arcul (2)(3). Vom
avea atunci, conform teoremei precedente,

y2' —y'z = cos(1)\ - sin(2)(3) - sin LT,
sau, deoarece (2)(3)=90°,
yz' —y'z = cos(1)X -sin LL'
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si la fel
2z’ — 2'x = cos(2)\ - sin LL',

zy' —z'y = cos(3)\ - sin LL'.

Inmultind aceste ecuatii cu z”, respectiv y”, 2" si adunind, obtinem (folosind a
doua dintre teoremele amintite la nr. 5),

A =cosAL" -sinLL'.

Aici trebuie distinse trei cazuri. Primul, cind L" se afli pe cercul mare din care
face parte LL'; avem AL" = 90° si, ca urmare, A = 0. Dacd L" se afli in afara
acestui cerc mare, al doilea caz va fi cel in care L este de aceeasi parte cu A, iar
al treilea cel in care L" este de partea opusa: in aceste doud cazuri, punctele L,
L', L" vor forma un triunghi sferic. Asezarea lor va fi analoagi celei a punctelor
(1), (2), (3) in cazul al doilea, inversd in cazul al treilea. Numind simplu L, L', L"
unghiurile acestui triunghi, p perpendiculara dusa pe suprafata sferica din punctul
L" pe latura LL', vom avea

sinp=sinL-sinLL" =sinL'-sin L'L" si AL" =90° ¥ p,

semnul superior referindu-se la cel de-al doilea caz, semnul superior, la cel de-al
treilea. De aici conchidem

+A =sinL-sin LL' -sin LL" =sin L' -sin LL" -sin L'L" = sin L" -sin LL" -sin L' L'.

In plus, e clar cd primul caz poate fi privit ca fiind cuprins in al doilea sau in
al treilea si se poate vedea fara dificultate ca expresia +A reprezintd sextuplul
volumului piramidei formate de punctele L, L', L" gi centrul sferei gi, aseménéator,
%A reprezinta, In general, volumul unei piramide oarecare cuprinse intre originea
coordonatelor si punctele ale ciror coordonate sint z, y, z; 2, y', 2'; ", y", 2".

IIL.

Se spune ci o suprafatd curba are curbura continud in jurul unui punct al siu A,
daca directiile tuturor dreptelor care se pot duce din acel punct la toate punctele
infinit apropiate de el se departeaza infinit de putin de un acelagi gi unic plan care
trece prin punctul A. In acest caz, acesta este planul care se numeste planul tangent
la suprafatd in punctul A. Daca aceastd conditie nu este satisficuta intr-un punct
dat A, continuitatea curburii suprafetei se zice intreruptd in acel punct, aga cum
se intimpla, de exemplu, in virful unui con. Cercetarile de fata se vor limita numai
la suprafete sau la portiuni de suprafete pentru care continuitatea curburii nu este
intrerupta in nici un punct. Vom face, aici, doar observatia ca metodele care servesc
la determinarea porzitiei planului tangent nu se aplicad punctelor singulare in care
continuitatea curburii este intrerupta, i trebuie sa conduca la solutii nedeterminate.

IV.

Pozitia planului tangent se poate reprezenta foarte comod cu ajutorul pozitiei
dreptei care ii este normald in punctul A, dreaptd despre care se mai spune ca
este normala la suprafata insagi. Vom reprezenta directia acestei normale printr-un
punct L al suprafetei sferice auxiliare si vom pune

cos(1)L =X, cos(2)L=Y, cos(3)L=7Z.
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Vom desemna coordonatele punctului A prin z, y, z. Fie, de asemenea, x + dz,
y + dy, z + dz coordonatele unui alt punct A’ de pe suprafata curba, ds distanta
infinit de micd AA’. In fine, fie A punctul care, pe suprafata sferica, reprezinta
directia elementului AA’. Vom avea:

dxr =ds-cos(1)\, dy=ds-cos(2)\, dz=ds-cos(3)\,
si de asemenea, deoarece trebuie sa avem AL = 90°,
X cos(1)A + Y cos(2)A + Z cos(3)A = 0.
Combinind aceste ecuatii obtinem
Xdx+Ydy + Zdz = 0.

Exista doua metode generale pentru studierea proprietatilor unei suprafete curbe.
In prima, se foloseste ecuatia care leaga coordonatele x, y, 2z, pe care o vom pre-
supune adusa la forma W = 0, unde W va fi functie de nedeterminatele z, y, z.
Fie diferentiala completa afunctiei W,

dW = Pdx + Qdy + Rdz.
Vom avea, pe suprafata curba
Pdz + Qdy + Rdz =0
si, In consecinta,
P-cos(H)A + @ - cos(2)A + R - cos(3)\ = 0.

Cum aceastd ecuatie, aga cum am convenit mai sus, trebuie si aiba loc pentru
directiile tuturor elementelor ds de pe suprafata curba, se vede ugor ca X, Y, Z
trebuie sa fie, respectiv, proportionale cu P, @, R si ca, drept urmare, datorita
conditiei X2 +Y?2 4+ Z2 =1, vom avea fie

- r - @ o, B
VPTG R JPr@ R | PR
fie
—-P —Q —-R

VPP QP+ R PP QR+ R /PP Q2+RY
In o doua metodd, se exprima coordonatele ca functii de doua variabile p, ¢. Sa
presupunem c3 prin diferentierea acestor functii se gaseste

dx = adp +d'dg, dy="bdp+b'dg, dz=cdp+cdg;
Inlocuind aceste valori intr-o formuli pe care am dat-o mai sus, obtinem
(aX +bY +cZ)dp+ (' X +b'Y + ' Z)dg = 0.

Cum aceasta ecuatie trebuie sa aiba loc independent de valorile diferentialelor dp,
dq, vom avea in mod evident

aX +bY +¢Z =0, dX+bY+Z=0,
de unde conchidem ca X, Y, Z trebuie sa fie, respectiv, proportionale cu cantitatile
bc' —cb', ca' —ac, ab —ba'.
Punind deci, pentru a scurta,

V(bc' — cb')? + (ca’' — ac')? + (ab’' — ba')2 = A,
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vom avea, fie
X = be' —cb' __ca' —ac ab' — ba'
A A7 A7

fie cb —bc ac' —ca ba' — ab’
X==fx— Y=—"F3 » Z="Fx

Acestor doud metode generale li se adauga o a treia metoda, in care una dintre
coordonate, de exemplu z, este exprimata in functie de celelalte doud, x, y. Evident,
aceasta metoda nu e altceva decit un caz particular, fie al primei metode, fie al celei
de-a doua. Pentru ci daca se pune

dz = tdz + udy,
se va avea, fie
_ —t _ —U _ 1
VI Fu? VIt 2t VIt
fie
t U -1

Vit +u? VIi+eZ+d? Vi+eZ+u?

V.

Cele doua solutii pe care le-am intilnit in paragraful precedent se refera, evident,
la puncte opuse ale suprafetei sferice, sau la directii opuse, ceea ce se potriveste cu
natura lucrurilor, avind in vedere faptul cd normala la o suprafatd curba poate fi
dusa intr-un sens sau in celdlalt, in functie de fata care se considera. Daca vrem
sa distingem intre ele cele doui fete contigui ale unei suprafete, numind-o pe una
exterioara si pe cealaltd interioard, vom putea atunci atribui i fiecirei normale
solutia convenabild, cu ajutorul teoremei dezvoltate in §II (7), unde s-a stabilit, de
asemenea, un criteriu sau mijloc de a distinge o fata de alta.

Cu prima metoda, acest criteriu deriva din semnul valorii cantitatii W. Intr-
adevar, in general suprafata W = 0 va separa regiunile spatiului pentru care W
ia o valoare pozitiva de cele pentru care W devine negativa. Din teorema pe care
tocmai am amintit-o rezultd acum usor ca, daca W are o valoare pozitiva de partea
fetei exterioare gi intelegem normala ca dusi citre exterior, va trebui sa adoptam
prima solutie. De altfel, va fi ugor, in fiecare caz, s decidem daca aceeagi regula
se aplica pe intreaga suprafata relativ la semnul lui W, sau daca regula de urmat
trebuie sa se schimbe de la o regiune a suprafetei la o alta. Legea de continuitate
nu va permite, de altfel, nici o schimbare atita vreme cit coeficientii P, ), R au
valori finite sau nu se anuleazi toti laolalta.

Daca urmam a doua metoda, putem imagina pe suprafata curba doua sisteme de
linii curbe: unul pentru care p este variabil, ¢ constant; altul pentru care ¢ e variabil,
p constant. Respectiva pozitie a acestor doua linii relativ la fata exterioara trebuie
sd decida care dintre cele doud solutii trebuie adoptata. Altfel spus, de fiecare data
cind urméitoarele trei linii: ramura liniei din primul sistem care, plecind din A,
corespunde unei cregteri a lui p, ramura liniei din al doilea sistem care, plecind din
acelagi punct A, corespunde unei cresteri a lui ¢ gi normala dusa de partea fetei
exterioare, de fiecare dati, sa spunem, cind aceste trei linii sint plasate in acelasi fel
in care sint pozitionate axele x, y, z plecind din originea coordonatelor (de exemplu,
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daca pentru unul sau altul dintre aceste grupuri de linii, putem imagina prima linie
la stinga, a doua la dreapta, a treia in sus), atunci trebuie adoptatd prima solutie.
De fiecare data, insa, cind pozitia relativa a celor trei linii va fi inversa fata de
pozitia relativa axelor z, y, 2z, se va aplica a doua solutie.

Cu a treia metoda, va trebui examinat daca, In timp ce z primeste o cregtere
pozitiva, z §i y raminind invariante, se avanseaza de partea fetei exterioare ori de a
celei interioare. In primul caz, pentru o normald indreptata citre exterior, trebuie
adoptata prima solutie; in celalalt caz, a doua.

VI

La fel cum, imaginind prin centrul sferei noastre auxiliare drepte respectiv par-
alele cu fiecare dintre normalele unei suprafete curbe, fiecarui punct determinat de
pe a doua suprafata ii corespunde un punct determinat al primeia; in acelagi fel,
fiecare linie sau fiecare figura trasatd pe suprafata curba va fi reprezentata de o
linie sau figura trasata pe suprafata sferica. In compararea celor doud figuri care
se corespund in felul acesta, gi dintre care una va fi ca si imaginea celeilalte, putem
adopta doud puncte de vedere: ne pot interesa doar cantitatile; sau ne putem ocupa
doar de relatiile de porzitie, facind abstractie de relatiile de cantitate.

Pentru studiul relatiilor de cantitate, ni se pare util sa introducem, in teoria
suprafetelor curbe, citeva notiuni noi. Data o portiune de suprafatd curba, cuprinsa
intr-un perimetru determinat, vom spune ca are drept curburd totald sau inte-
grala aria figurii care 1i corespunde pe suprafata sferica auxiliara. E bine sa facem
distinctie intre aceastd curbura integrala gi curbura, oarecum specifica, pe care o
vom numi masurd e curburii §i care inseamnad citul obtinut prin impartirea cur-
burii integrale a elementului de suprafata adiacent acelui punct la aria respectivu-
lui element si care, deci, indicaraportul ariilor infinit de mici care se corespund pe
suprafata curba gi pe suprafata sferica. Utilitatea acestor inovatii va reiegi suficient,
speram, din consideratiile pe care le vom expune. In ceea ce privegte terminologia,
ne-am gindit ca trebuie in primul rind sa ne straduim sa evitam orice obscuritate;
de aceea, nu am crezut ca trebuie sa adoptam o terminologie asemanatoare celei
general admise (chiar daca e criticatd de diversi geometri) in teoria curbelor plane,
potrivit cdreia masura curburii ar fi trebuit numita simplu curbura, i curbura to-
tald, amplitudine. Dar de ce nu am avea posibilitatea unei anume flexibilitati la
nivelul cuvintelor, atita vreme cit lucrurile in sine nu sint vide, iar discursul este la
adapost de orice interpretare eronata?

Pozitia figurii trasate pe suprafata sferica poate fi asemenea sau opusa (inversi)
celei a figurii care 1i corespunde pe suprafata curba. Primul caz are loc atunci
cind doua linii de pe suprafata curba care pleaca din acelasi punct in doua directii
diferite, dar nu opuse, sint reprezentate pe suprafata sferici de doua linii plasate
la fel, adica atunci cind imaginii liniei din dreapta este, de asemenea, la dreapta.
Al doilea caz, atunci cind are loc contrariul. Vom distinge aceste dous cazuri prin
semnul pozitiv sau negativ al masurii curburii. Dar este evident ca aceasta distinctie
nu poate avea loc decit alegind pe fiecare dintre suprafete o fata determinata pe care
trebuie sa ne imaginam ca este trasata figura. Pe suprafata sferica auxiliara, vom
folosi intotdeauna, drept fata exterioara, cea care este opusa centrului. Pe suprafata
curba, se poate lua drept fatid exterioari, fie cea care este privita de obicei ca fiint
intr-adevar fata exterioara, fie, mai curind, chiar fata pe care se ridici normala. E,
in fond, evident cd nu se schimba nimic in ce privegte asemanarea figurilor daca se
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transportd de pe o fata pe alta gi figura trasata gi normala, avind numai grija ca
imaginea acestei figuri s fie mereu trasatd pe aceeasi fata a suprafetei sferice.

Vom extind e semnul pozitiv sau negativ cu care afectam mdsura curburii unei
figuri infinit de mici conform pozitiei acesteia, la curbura integrala a unei figuri finite
pe o suprafata curba. Totusi, dacd am vrea sa cuprindem acest subiect in toata
generalitatea, citeva lamuriri ar fi necesare: ne vom multumi aici cu citeva explicatii
scurte. Daca o figura trasata pe o suprafata curba este astfel incit tuturor punctelor
ei 1i corespund, pe suprafata sfericd auxiliarad, puncte diferite, atunci nu e nici o
ambiguitate. Dar daca aceasta conditie nu e satisfacuta, va trebui sa tinem seama
de doua sau mai multe ori de unele portiuni ale suprafetei sferice si de aici, dupa
cum asemanarea va fi directd sau inversa, vor aparea termeni care se vor adauga
laolaltd sau se vor anihila partial. Ceea ce va fi cel mai simplu, intr-un asemenea
caz, va fi sa ne inchipuim cd am Impartit figura trasatid pe suprafata curba in
portiuni care, fiecare, considerata izolat, satisface conditia enuntatd mai devreme;
sa-1 atribuim fiecarei portiuni curbura convenabild, a cirei marime va fi data de
aria figurii care 1i corespunde pe suprafata sferica gi al carei semn depinde de chiar
pozitia figurii; in fine, sa luam drept curbura totala a figurii intregi cantitatea care
se obtine adunind laolalta curburile integrale tuturor partilor figurii. In felul acesta,
curbura integrald a unei figuri va fi, in general, egald cu [ Kdo, do reprezemntind
elementul de suprafatd al figurii, K mé&sura curburii in fiecare punct. Iar in ceea
ce privegte reprezentarea geometrica a acestei integrale, principalele consideratii
care ar trebui prezentate revin la ceea ce urmeazi. Parametrul figurii trasate pe
o suprafatd curba (sub restrictiile indicate la §III) va corespunde intotdeauna, pe
suprafata sfericd ajutitoare, unei linii inchise. Daci aceastd linie nu se taie ea
insdsi in nici un punct, atunci va imparti suprafata in doud parti, dintre care una
corespunde figurii trasate pe suprafata curba. Curbura integrala a figurii va fi data
de aria acestei parti, aceasta arie fiind pozitivd sau negativa dupa cum, relativ la
perimetrul sau, ea va avea o pozitie asemenea sau inversa celei pe acre o are figura
insagi relativ la perimetrul ei. Dar atunci cind aceasta linie se va taia pe sine o data
sau de mai multe ori, ea va produce o figurd complicatd cireia, totugi, i se poate
atribui in mod legitim o arie determinata, ca gi cum ar fi vorba de o figura fara
noduri. Si aceastd arie, inteleasa convenabil, va fi intotdeauna valoarea exacti a
curburii integrale. Mai mult, credem ca trebuie sa lasam pentru alta data explicatii
dezvoltate mai pe larg despre figurile la care ne putem referi din punctul de vedere
cel mai general.

VII.

Sa cautam acum o formula cu care sd exprimam masura curburii in fiecare punct
al unei suprafete curbe. Numind do aria unui element de suprafata, Zdo va fi aria
proiectiei acelui element pe planul de coordonate z, y. La fel, daca dX este aria
elementului corespunzitor pe suprafata sfericd auxiliard, ZdX va fi aria proiectiei
acestui element sferic pe acelagi plan. E clar ca aceste proiectii vor fi In aceleasi
relatii de marime si de pozitie ca gi elementele insele. Sa consideram acum un
element triunghiular pe suprafata curba si sa presupunem coordonatele celor trei
puncte care formeaza proiectia acestui element sint

x) y7
z +dz, y + dy,
x + 0z, y + Oy
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Dublul ariei acestui triunghi se va exprima prin formula
dr - 6y — dy - oz,

expresie pozitiva sau negativa dupa cum pozitia laturii indreptata dinspre primul
punct catre al treilea, comparata cu a celei orientate dinspre primul punct catre al
doilea este la fel sau opusa pozitiei axei coordonatelor y fata de axa coordonatelor
x.

La fel, daca coordonatele a trei puncte care formeaza proiectia elementului core-
spunzator de pe suprafata sfericd, numarate pornind din centru, sint

X, Y,

X +dX, Y +4dY,

X +0X, Y +4Y,
dublul ariei acestei proiectii se exprima prin

dX -0Y —dY - §X,
formuls al carei semn se stabilegte conform celor spuse mai devreme. Masura cur-
burii va fi, deci, in acest punct al suprafetei curbe,

_dX-6Y —dY -6X

~ dz-dy—dy-dx
Daca presupunem acum ci natura suprafetei este definitd conform celei de a treia

metode considerate in §IV, atunci X gi Y se exprimé in functie de cantititile x si
y sl vom avea:

dX = %d&: + %dy,
0X = %5%‘ + %(51/,
dY = %dm + %dy,
Y = %&U + %(53/.

In urma inlocuirii acestor valori, expresia precedenta devine:
_dX dY dX dY
S de dy dy dx’

Punind, ca mai sus

de_, b,
de ~ 7 dy
si de asemenea
d’z d*z d*z
— =T _— = — =
dx? * dzdy U, dy? £

ceea ce e echivalent cu
dt =Tdx +Udy, du=Udz+ Vdy,
vom avea, conform formulelor precedente,

X=—tZ, Y=-uZ, (1+t2+u*)Z2%=1.
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In consecinta:
dX =-Zdt—-tdZ,
dY = —Zdu— udZ,
(1 + 2 +u?)dZ + Z(tdt + udu) 0,

sau Inca,
dZ = — Z3(tdt + udu),
dX = — Z3(1 + v?)dt + Z*tudu,
dY =Z3tudt — Z3(1 + t*)du,

si de aici obtinem:

X
‘fo =Z3[-(1 + )T + tul],
dXx

— =Z°[-(1 +u*)U + tuV],
dy

dy

—— =Z°[tuT — (1 + ¢

gy =2 [T = (1+8)U],
dy

— =Z%[tuU — (1 + t*)V].
&y [tulU — (1 +t°)V]

Inlocuind aceste valori in expresia precedenta gasim
TV — U?

= 28TV —U)(1+ £ +u2) = ZATV - U%) = ——
k TV -U*(A +t* +u”) (TV -U7) A+ +u?)?

VIIL

Alegind convenabil originea axelor de coordonate, putem face, {4 dificultate, sa
dispara, pentru un punct dat A, valorile cantitatilor ¢, u, U. intr—adevér, primele
doua conditii vor fi deja satisfacute daca adoptam drept plan al coordonatelor z,y
planul tangent in acest punct. Dacd, in plus, alegem originea coordonatelor chiar
in punctul A, e clar ca expresia coordonatelor z va capata forma urmatoare:

1 1
z= §T0$2 +U%y + §V0y2 +Q,
unde  va fi de un ordin superior lui 2. Schimbind apoi orientarea axelor z, y cu
un unghi M, in aga fel ca sa avem
2090
T0 _ 0>
va fi usor de vazut ca se obtine o ecuatie de forma aceasta:

tg2M =

1 1
=Tz + ZVy? + Q.
z 2x+2Vy+

Rezulta de aici urmatoarele:

1. Daca suprafata curba este tdiatd de un plan normal trecind prin axa de
coordonate z, sectiunea va fi o curbd planad a cirei raza de curburd in punctul A
va fi %, semnul pozitiv sau negativ al acestei raze de curbura indicind concavitatea
sau convexitatea fetei de partea careia coordonatele z sint pozitive.

2. La fel, % va reprezenta in, punctul A, raza de curbura a curbei plane care se
obtine taind suprafata curba cu un plan care trece prin axele y, 2.
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3. Punind = = rcos ¢, y = rsinp, avem
1
z= E(Tcos2 @ + Vsin? p)r? + Q.

De aici rezulta cd daca se taie suprafata cu un plan normal in A care face cu axa x
un unghi ¢, se obtine o curba plani a cérei raza de curbura in punctul A este
1

Tcos2p+ VsinZg

4. Daca T = V, razele de curbura ale tuturor sectiunilor normale sint egale.
Daci, din contra, T si V sint diferite, e evident, deoarece T cos? ¢ + V sin” ¢ va fi,
pentru fiece valoare a unghiului ¢, intre T gi V, ca razele de curbura ale sectiunilor
principale considerate la 1. si 2. se vor raporta la curburile extreme: adica una
la curbura maxim3, cealaltd la curbura minim3, daca T gi V au acelagi semn. Si,
dimpotriva, una la convexitatea maxima, cealaltd la concavitatea maxima daca T
si V' au semne contrare. Aceste concluzii contin aproape tot ceea ce ilustrul Euler
ne-a invatat, primul, despre curbura suprafetelor.

5. Masura curburii unei suprafete curbe intr-un punct A ia forma foarte simpla
K =TV, de unde teorema

Masura curburii in fiecare punct al unei suprafete este egald cu o fractie al carei
numdarator este unitatea $i al carei numitor este produsul celor doud raze de curbura
extreme in sectiunile prin plane normale.

In acelagi timp, se vede cd masura curburii va fi pozitivd pentru suprafetele
concavo-concave sau convexo-convexe (distinctie care nu contine nimic esential),
negativa pentru suprafetele concavo-convexe. Daca suprafata se compune din doua
parti apartinind acestor doud genuri, masura curburii se va anula in punctele unde
se face tranzitia. Vom reveni imediat in detaliu asupra proprietactilor acestor
suprafete pentru care masura curburii dispare pe alocuri.

IX.

Formula data la sfirgitul §VII pentru masura curburii este cea mai simpla dintre
toate formulele generale, ea necontinind decit cinci elemente. Vom ajunge la o
formuld mai complicat, utilizind noué elemente, daca vom vrea sa utilizdm a doua
dintre metodele despre care am spus ca sint potrivite pentru studiul caracteristicilor
suprafetelor. Reluind notatiile din $ IV vom pune, de asemenea,

2w 2w d*w

= PI = ! = !
dQ.Z'Z ’ dy2 Q ) %zz R y
2w _pr, EW _ 0" W _ R,
dydz dzdz ’ dzdy

astfel ca vom avea
dP = P'dz + R"dy + Q"dz,
dQ = R'dx + Q'dy + P"dz,
dR = Q"dz + P"dy + R'dz.
Acum, deoarece avem t = —%, obtinem, prin diferentiere,

R?dt = RdP + PdR = (PQ" — RP)dz + (PP" — RR")dy + (PR' — RQ")dz,
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sau inca, eliminindu-1 pe dz cu ajutorul ecuatiei Pdx + Qdy + Rdz = 0,
R*dt = (-R?P' + 2PRQ" — P’R')dx
+ (=PRP" + QRQ" — PQR' — R*R")dy.
Avem, de asemenea
R3du = (—PRP" + QRQ" — PQR' — R*R")dx
+ (—~R2Q' + 2QRP" — Q*R'dy.
Si de aici conchidem
R3T = —R?P' + 2PRQ" — PR/,
R*U = PRP" + QRQ" — PQR' — R’°R",
R}V = —R?Q' +2QRP" — Q*R/.

Inlocuind aceste valori in formula din §VII, obtinem urméatoarea formula simetrica
pentru masura curburii k:

(P2 + Q2 + R2)2k — P2(Q1R/ _ P//2) + Q2(P/R/ _ Q//2)
+R2(P/Q/ _ RIIQ) + 2QR(Q"R” _ P/P//)
+ ZPR(P”R” _ QIQ”) + ZPQ(P”Q” _ RIR”)-

X.

Vom obtine o formula inca mai complicata, continind cincisprezece termeni, daca
vom urma a doua dintre metodele potrivite studiului suprafetelor. Este, totusi,
foarte important sa ajungem la aceastd formula. Pentru aceasta, reluam notatiile
din §IV si punem, de asemenea:

z dz ) iz "
a? =" dpdg ~ % A T
Py_g Ly LY
dp* 7 dpdg "’ dg* ’
dz d?z , d*z "
= dpdg 0 dg T
Vom mai nota, pentru a prescurta:

bc' —cb' = A,

ca' —ac = B,

ab' —ba' = C.

Cu aceste notatii, observam intii cad avem
Adzx + Bdy + Cdz = 0,
sau, echivalent

A B
dz = ——=dr —

c oW
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astfel ca, privind z ca functie de z si y, trebuie sa avem:

& _,_ 4
de  ~C
& _ __B
dy_u_ C

Dar, din ecuatiile dr = adp + a'dq, dy = bdp + b'dq, deducem
Cdp = b'dx — a'dy,
Cdq = —bdz + ady.

De aici obtinem diferentialele complete ale lui ¢ i u:

C3dt = (AE - C%> (b'dx — a'dy) + (C% - A§> (bdx — ady),

dp dp dg dg
C3du = (B% — c‘fl—?) (b'dx — a'dy) + (C‘jl—f — B%) (bdx — ady).
Acum, dacd in aceste formule introducem urmaétoarele valori:
% =dB+by —cf =V,
% =B +by" —cp" - by,
Z—? =dy+ca —ay - o,
(fi—f =dvy +cad —ay' -,
% =ba+aB —ba —ad'p,
% =ba +aB" —ba" —d'f,

si observam ca valorile diferentialelor dt, du, astfel obtinute, trebuie si fie egale cu
cantitatile T'dx + Udy, respectiv Udx + Vdy, independent de diferentialele dx, dy,
gasim, dupa citeva transformari destul de la indeminna,

C3T = aAb” + BY* + vCb'> — 20/ AbY' — 28' Bbb' — 2¢'CbY’
+ " AV + 8" BY ++"'CP?,

C3U = —aAa't — BBad'b' — yCa't! + o/ A'(ab’ + ba') + ' B(ab’ + ba') ++'C(ab’ + ba')
— o Aab — B"Bab — v"Cab,

C*V = ada'? + BBa’® + vCa'* — 20/ Aad' — 28'Baa' — 2+'Cad’
+a"Aa® 4+ 8" Ba® + " Cad?.

Daca punem acum, pentru a scurta,

(1) Aa+ BB +Cy =D,

(2) Ad'+Bp' +Cy' =D',

(3) Ad" + BB" + C+" = D",
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va rezulta
C3T = DV — 2D'bb' + D"b?,
C3U = —Da't' + D'(ab’ + ba') — D" ab,
C3V = Dd’* — 2D'ad’ + D"a?.
De aici, dupa ce facem toate calculele, obtinem
CY(TV - U?) = (DD" — D'*)(ab' — ba')? = (DD" — D'*)C?,
de unde rezulta urmatoarea expresie pentru méasura curburii:

DD" - D"

@i

XI.

Cu ajutorul formulei de mai sus, o sa obtinem acum o alta care poate fi con-
siderata printre teoremele cele mai fecunde din teoria suprafetelor curbe. Sa intro-
ducem urmatoarele notatii:

a2+ b0+ =E,
aa' +bb' +cc = F,
a?+bv°+% =G
aa + b8 + ¢y =m,
ad' +bB +cy' =m/,
ad" +bB" + ey =m",
da+bp+cdvy=mn,
ada +b'8 +cdy =1,
aad" +b0'p" +y"=n"
A+ B*+C?=EG - F*=A.

EN|

~ N N~~~
oo (=)
—_ D e D D T

Sa elimindm cantitatile 8, v din ecuatiile (1), (4), (7); aceasta se face multiplicind
ecuatiile cu b’ — ¢b', b'c — ¢'B, ¢B — bC gi adunind. Vom avea

[A(bc' — eb') +a(b'C — ¢'B) + a'(¢B — bC))a
=D(bc —cb') +m®'C — ' B) + n(cB - bC),

ecuatie pe care o transformam ugor in aceasta:

AD = aA + a(nF — mG) + a'(mF — nE).
La fel, eliminind intre aceleasi ecuatii, fie « §i v, fie a si 3, se obtine:

BD = BA + b(nF — mG) + b'(mF — nE),

CD =vA + ¢(nF —mQG) + ¢'(mF — nE).
Inmultind aceste trei ecuatii cu ', 8", 7" respectiv si adunind, avem:

(10) DD" = (aa" + BB" + v¥")A + m" (nF — mG) + n" (mF —nE).
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Daca tratdm de aceeagi manierd ecuatiile (2), (5), (8), gisim
AD'=d'A+a(n'F —m'G) +ad' (m'F —n'E),
BD'=pB'A+b(n'F —m'G) +b'(m'F —n'E),
CD'=vA+c¢(n'F-—m'G) +/(m'F —n'E).

Multiplicind aceste ecuatii cu o, 8', 7' respectiv si adunind, obtinem:

2

D? =@+ 8% +vHA+m' (n'F —=m'G) + n'(m'F — n'E).

Combinatia dintre aceastd ecuatie si ecuatia (10) ne da
DD" — D/2 — (aa// + 88" +7’7” _ 0/2 _ 512 _'7,2)A
+EM” —nn") + F(nm" — 2m'n’, n") + G(m'> — mm").

Este acum evident c& avem:

dE dE
=2 == = o/
dp m7 dq m7
E_ml_}_n E_mll_‘_nl
dp ’ dg ’
dG dE
_:21 _:2 n
dp n7 dq )
altfel spus:
o _lam 1B, _dF _1dG
T 2dp’ T 2dq’ T dg  2dp’
po L4F _ldg -, 1dG ., 1dG
T 2dp  2dg T 2dp’ T 2dg’

In plus, e usor de verificat c3

aa +,B,B” +,y,yll —0/2 _512 _7/2
_dn dn' _dm” dm’ 1 &’E d&F 1 d&G

= = _—_-—+—__.__
dg dp dp dq 2 dq®> dpdg 2 dp?
Daca, acum, inlocuim aceste formule in formula stabilita la finele paragrafului prece-
dent pentru masura curburii, ajungem la urmatoarea formula care nu contine decit
cantitatile E, F', G, cu rapoartele lor diferentiale de primul gi al doilea ordin:

2
WG — Py —  |4E 4G _,dF G (dG)

dg dp

dg dg “dp dq

_+_F E.E.}_@.E_Q@.E_QE.E
dp dq dq dp dq dq dp dp
dE dG _,dE dF _(dE)®

dp dp dp dq dq

d’E d2F  d2G

—— -2 +—.

dq? dpdq ~ dp?

—2(EG — F?) (
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XII.

Daca observam ca intotdeauna avem
dz® + dy? + dz* = Edp® + 2Fdp - dq + Gdg?,

vedem imediat ca \/ Edp? + 2Fdp - dg + Gdqg? este expresia generali a unui element
liniar pe o suprafatd curbd. Aga fiind, analiza expusa in paragraful precedent ne
spune ca, pentru a gasi masura curburii, nu e nevoie de formule finite care sa
exprime coordonatele x, y, z in functie de nedeterminatele p gi ¢; este suficient
sa avem expresia generald a mirimii fiecdrui element liniar. S& trecem la citeva
aplicatii ale acestei importante teoreme.

Sa presupunem ca suprafata noastra se poate aplica pe o alta suprafata, curba sau
pland, in asa fel incit fiecarui punct al primei suprafete, determinat de coordonatele
T, Yy, 2, sa-i corespundid un punct determinat de pe a doua suprafati, ale carui
coordonate si fie =/, y', 2. E evident ci z', y', 2’ pot fi, si ele, considerate ca
functii de p si ¢, de unde obtinem

VE'dp? + 2F'dp - dq + G'dg?,
E', F', G fiind, de asemenea, functii de p si ¢. Dar prin insési notiunea de aplicare

despre care este vorba aici, elementele care se corespund pe fiecare dintre suprafete
vor fi in mod necesar egale gi vom avea identitatile

E=F, F=F, G=4G'.
Astfel cd formula din paragraful precedent conduce direct la aceastd teorema re-
marcabila:

Daca o suprafata curba este aplicatd pe o altd suprafatd curbd oarecare, masura
curburii in fiecare punct ramine invariabild.

Prin urmare, curbura integrald a unei portiuni finite oarecare de suprafatd nu se
va schimba.

Un caz particular asupra caruia geometrii isi limitasera pina acum cercetarile,
este cel al suprafetelor desfagurabile, sau susceptibile de a fi aplicate pe un plan.
Teoria noastra ne spune direct cd, pentru asemenea suprafete, masura curburii in
fiecare punct va fi egala cu 0. Este motivul pentru care, daca definim analitic aceste
suprafete urmind a treioa metoda, vom avea in fiecare punct

B2 B (BN
dz? dy? dedy ) —

ecuatie caracteristicd de mult timp cunoscuta, dar care, dupa parerea noastrad, nu
e de obicei demonstrata cu toata rigoarea de dorit.

XIII.

Consideratiile pe care tocmai le-am expus sint legate de un fel particular de a
privi suprafetele, care ni se pare demn in cel mai inalt grad si retina atentia ge-
ometrilor. intr—adevér, daca se considerd o suprafatd nu ca limita unui solid, ci
mai curind ca un solid flexibil §i inextensibil a carui una dintre dimensiuni este
considerata ca redusa la zero, proprietatile suprafetei vor depinde in parte de forma
particulara pe care ea o poate lua in urma unei indoiri a ei; dar vor fi, in parte, abso-
lute gi invariabile, oricare ar fi aceastd forma. Tocmai acest ultim tip de proprietati
care se raporteaza la masura curburii gi la curbura integrala, in sensul pe care il
dam noi acestor expresii, deschide geometriei un un cimp de studiu nou gi extrem de
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vast. Se pot privi din acelagi unghi teoria liniilor geodezice gi alte subiecte pe care
le vom trata mai tirziu. In aceastd ordine de idei, o suprafatd plana sau o suprafata
desfagurabild, fie ea cilindricd sau conici, etc., sint privite ca fiind esentialmente
identice gi gasim un mod generic de a caracteriza aceste suprafete constind in uti-
lizarea expresiei \/ Edp? 4+ 2Fdp - dq + Gdg? care leagd un element liniar oarecare
de nedeterminatele p si q. Dar inainte de a dezvolta mai mult acest subiect, trebuie
sa prezentam principiile teoriei liniilor geodezice pe o suprafatd curba data.

XIV.

In general, o linie curba In spatiu este caracterizata considerind coordonatele
tuturor punctelor ca anumite functii de o singura variabila pe care o vom numi w.
Lungimea unei asemenea linii, de la dintr-un punct initial arbitrar pina la punctul
ale carui coordonate sint z, y, 2, se exprima prin integrala

oo () () ("

Daca presupunem ca pozitia acestei curbe suportid o variatie infinit de mica, ast-
fel incit coordonatele fiecarui punct sint afectate de variatiile dz, dy, dz, variatia
lungimii totale va fi egala cu

dr - déz + dy - déy + dz - doz

Vdx? + dy? + dz?

expresie care se mai poate pune sub forma

dm-d5m+dy-d5y+dz-d5z_/<5x_ dz

d
Vdz? + dy? + dz? Vdx? + dy? + dz?

+oy-d dy +6z-d dz .
Vdx? + dy? + dz? Vdx? + dy? + dz?

In cazul in care linia trebuie sa fie cea mai scurtd posibil intre extremitatile sale, e
clar c3 acele cantitti care stau sub semnul [ trebuie si dispard. Dac3 linia trebuie
sa se afle pe o suprafata data, caracterizata de ecuatia

Pdz + Qdy + Rdz = 0,
variatiile dz, dy, dz vor trebui i ele s satisfacd ecuatia
Péx + Qoy + Réz = 0.

De aici, conform principiilor binecunoscute, se deduce usgor ci diferentialele
dx dy dz

Vdz? + dy? + dz?’ Vdz? + dy? + dz?’ v/ dz? + dy? + dz?
trebuie si fie, respectiv, proportionale cu cantitatile P, @), R. Fie acum dr elementul
liniei curbe, A punctul suprafetei sferice auxiliare care reprezintd directia acestui
element, L punctul aceleiagi suprafete sferice care reprezinta directia normalei la
suprafata curba; in fine, fie £, 5,  coordonatele punctului A gsi X, Y, Z coordonatele
punctului L relativ la centrul sferei. Vom avea

dx = &dr, dy = ndr, dz = (dr,
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de unde conchidem ci diferentialele de mai sus vor fi reprezentate de d§, dn, d¢.
Si cum cantitatile P, @), R sint, ele insele, proportionale cu X, Y, Z, linia cea mai
scurta va fi reprezentata prin ecuatiile

g _ dn _ d¢
XY~z

De altfel, este ugor de vazut ca /d€2 + dn? + d¢? reprezinta arcul suprafetei sferice
care masoara unghiul dintre directiile tangentelor la inceputul si la sfirgitul elemen-
tului dr, si a carui valoare este %, unde p reprezinta raza de curbura a geodezicei
in acel punct. Ca urmare, vom avea

pdé = Xdr, pdn =Ydr, pdC = Zdr.

XV.

Sa consideram, pentru o suprafata data, o infinitate de geodezice plecind dintr-
un acelasi punct dat A si sd distingem aceste linii intre ele prin unghiul facut de
primul element al fiecireia cu primul element al uneia dintre ele luatd drept termen
de comparatie. Fie ¢ acest unghi sau, mai general, o functie de acest unghi gi fie
r lungimea cuprinsg intre punctul A si punctul ale cdrui coordonate sint z, y, z
pe linia geodezica corespunzatoare unghiului ¢. Deoarece unor valori determinate
pentru r si ¢ corespund puncte determinate pe suprafata, putem privi z, y, z ca
functii de variabilele r gi . S& pastram, pe de alta parte, notatiile A, L, £, n, ¢,
X, Y, Z in sensul definitiilor de mai sus, raportindu-le la un punct oarecare de pe
o linie geodezica arbitrara.

Toate liniile geodezice de acceeagi lungime r se vor termina pe o alta linie a carei
lungime o vom reprezenta prin v, plecind din unul dintre punctele sale, arbitrar
ales.Putem considera v ca o functie de nedeterminatele r si ¢ i, dacd desemnam
cu X punctul suprafetei sferice auxiliare care reprezinta directia elementului dv si

prin &, 1, ¢’ coordonatele acestui punct fatd de ecntrul sferei, avem:
de  , dv dy , dv  dz , dv

R P A P R

De aici si din ecuatiile

dx dy dz
5_6) %—77; %_Ca
rezulta ca avem:
dr der dy dy dz dz , , )\ dv , dv
haiedi e T AN AN e e =2 —cos AN - —.
dr dg0+dr dcp+dr dy (§§+7777+Cg)d(p cos dy

Vom desemna cu S primul membru al acestei ecuatii. S va fi o functie de
variabilele r si ¢ care ne va da, prin diferentiere in raport cu r:
ds _ d’z dx+d2y dy+& dz
dr — dr2 dp dr2 dp  dr? dyp

v+ () + ]

2 dy
_dg dn dn dy dC dz  1d(E& -+’ +)

_dr'd(p dr dy dr % 2 dy
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Dar €2 +n? + (2 = 1 i, ca urmare, diferentiala acestei cantititi este egald cu zero.
Pe de altad parte, conform paragrafului precedent avem, notind acum cu p raza de
curburd a liniei geodezice la extremitatea sa

d_X d_Y & _Z

dr p’ dr p’ dr p
Obtinem astfel:

ﬁ—l .@zl.cosLAl.d_v—(),
dp p

! ! !
dr_;-(X£+Yn+Z(j) dp
deoarece punctul X' apartine, evident, cercului mare de pol L. Tragem, de aici,
concluzia cid S nu depinde de r gi este doar functie de ¢. Dar, pentru r = 0, avem
evident v = 0, in consecinta si g—; =0, cu S = 0 independent de . Vom avea deci,
in general, cu necesitate, S = 0 si drept urmare, cos AN = 0, adicd A\ = 90°. De
unde rezulta:

Teorema. Daca, pe o suprafatd curba, se traseazd o infinitate de linii geodezice
de aceeasi lungime plecind din acelagi punct, linia care unegte extremitatile acestor
linii le va tdaia pe toate sub un unghi drept.

Ni s-a parut important sa deducem aceasta deorema din proprietatea fundamen-
tald a liniilor geodezice, dar o putem demonstra fara nici un calcul prin rationamen-
tul urmétor. Fie AB, AB' doud linii geodezice de aceeagi lungime, ficind in A un
unghi infinit de mic. Sa presupunem ca unul sau celalalt dintre cele douad unghiuri
pe care le face elementul BB’ cu liniile BA, B'A diferd printr-un unghi drept de o
cantitate finita. Atunci, prin legea continuitatii, unul dintre aceste unghiuri va fi
mai mare, celdlalt mai mic de decit un unghi drept. S& presupunem ca unghiul din
B este egal cu 90° — w i sa ludm pe linia BA un punct C astfel incit

BC = BB' - cosec w.
Vom putea trata triunghiul infinit de mic BB'C' ca fiind plan gi vom avea
CB' = BC - cosw,
in consecinta
AC+CB' = AC + BC -cosw = AB — BC(1 — cosw) = AB' — BC(1 — cosw),

adicd drumul de la A la B’ prin punctul C ar fi mai scurt decit linia cea mai scurta,
ceea ce este absurd.

XVI

Teoremei precedente o alaturam pe aceasta:

Daca, pe o suprafatd curba, imaginam o linie oarecare, din fiecare punct al careia
pleaca sub unghi drept si de aceeagi parte a suprafetei o infinitate de linii geodezice
de aceeagi lungime, curba care uneste extremitatile acestor linii le va tdia pe toate
sub un unghi drept.

Pentru demonstrarea acestei teoreme nu avem nimic de schimbat in analiza prece-
denta, in afara faptului ca ¢ trebuie sa desemneze lungimea curbei date, socotita cu
incepere de la un punct arbitrar sau, daca preferati, o functie de aceasta lungime.
Vom aplica, astfel, aceleasi rationamente, cu modificarea ca ecuatia S = 0 pentru
r = 0 este acum continuta in chiar ipoteza. De altfel, aceastd noud teorema nu e
altceva decit teorema precedenta generalizata. Deoarece se poate deduce aceasta
din urma luind drept linie datd un cerc infinit de mic descris in jurul punctului A
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ca centru. In fine, atragem atentia ci se poate inlocui si aici, ca mai inainte, analiza
cu consideratii geometrice care sint, de altfel, atit de ugor de descoperit, incit ni se
pare inutil sa mai zabovim asupra lor.

XVIL

Vom cauta acum conditia ca aceasta linie sa fie geodezica. Deoarece lungimea s
se exprima prin integrala

s = / Edp? + 2Fdp - dg + Gdg?,

conditia de minimalitate impune ca variatia acestei integrale sa fie nuld pentru
modificari infinit de mici in traseul liniei. Sintem condusi la un calcul pe care il
putem simplifica mult considerind p ca functie de g. Vom avea atunci, reprezentind
variatia fiecarei cantitati prin caracteristica d:

(% -dp? + 2L - dpdg + 99 -dqz) 8p + (2Edp + 2Fdq)dop
05 = / 2ds
_ Edp+Fdg o +/5 <dp dp® + 247 - dpdg + dq?_dEdp+qu>_

ds ds ds

Pentru ca ds sa fie constant trebuie si se anuleze cantitatile de sub semnul integralei.
Deci vom avea:

dE dF dG Edp+qu
2= . ik —=2ds- —— -
dp -dp? + o dpdq-i—dp dq? ds Is
E
:2ds-dvEc050:M—st-dO\/EsinO
vVE
E F
(dp+qu 2V/EG — F2dq - df
FE F E FE
- (M) (Ccllp - dp +(f1_ dq)—2\/EG F2dgq - db.

De aici gasim, pentru linia geodezica, urméatoarea ecuatie definitorie:

VEG —Frdg-dy = 1L .9E g FdE ) dF 414G g

2FE dp E dq dp 2 dp
pe care o mai putem scrie sub forma:
1dFE 1dG
\/ 2 il = _-~
EG — F?dq-df = dE+2d -dp 5 dp - dgq.

In plus, folosind si ecuatia
B, F
VEG - F? dg +EG-F?

se poate elimina 6 din ecuatia de mai sus si obtine astfel o ecuatie diferentiala intre
p si g. Dar ar fi mai complicat i mai putin util pentru aplicatii.

ctgd =
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XIX.

Formulele generale, potrivite pentru a reprezenta masura curburii gi variatia
directiei geodezicei, la care am ajuns in paragrafele XTI si XVIII, devin mult mai
simple daca alegem cantitatile p si ¢ astfel incit liniile primului sistem sa taie peste
tot ortogonal liniile celui de-al doilea, adica in aga fel ca sd avem w = 90° sau F' = 0.
intr—adevér, atunci gasim pentru masura curburii:

A dE dG dG\? dE dG dE\? &$E &G
AF?G*k=E-—. 4+ E( == = =) 2pGg (=2 4+ 22
ok dgq clq+ (dp> o dp dp+G(dq> G(dff * dp2>

si pentru variatia unghiului 6:

1dE 1dG
VEG - df = 2 da vdp — = -dg.

Printre diferitele cazuri in care este satisfacutd aceastd conditie, trebuie sa re-
marcam in primul rind pe cel in care toate liniile unuia sau altuia dintre sisteme,
de exemplu ale primului, sint geodezice. Atunci, pentru o valoare constantd a lui
¢, unghiul 4 devine egal cu 0; prin urmare, ecuatia de mai sus care ne da variatia
unghiului 4, arata ca trebuie sa avem % = 0. Astfel, coeficientul E va fi indepen-
dent de ¢, deci va fi ori constant, ori functie numai de nedeterminata p. De altfel,
vom putea considera totdeauna ca p reprezinta, pur si simplu, lungimea insasi a
fiecarei linii din primul sistem calculata - daca toate liniile primului sistem sint con-
curente intr-un punct - din acel punct, iar daca nu, incepind de la o linie oarecare
a celui de-al doilea sistem. Acestea fiind zise, e clar ca nedeterminatele p gi ¢ nu
sint altceva decit cantititile pe care le-am desemnat prin r §i ¢ in paragrafele XV
si XVI. In acest fe formulele precedente devin:

dG\? G
2, _ (&) _ 520
4Gk_( ) 2G—,

VG-do = —19C - dg,
2 dp

In general, m va fi o functie de p si de g, iar mdq expresia unui element oarecare al
unei linii din al doilea sistem. Dar in cazul particular in care toate liniile p pleaca
dintr-un acelagi punct, vom avea evident m = 0 pentru p = 0. Deci, daca in acest
caz, luam drept ¢ chiar unghiul pe care il face primul element al unei linii oarecare
din primul sistem cu elementul uneia dintre ele alese ca termen de comparatie si,
daca remarcam ci, pentru o valoare infinit mica a lui p, elementul unei linii din al
doilea sistem (pe care il putem considera ca fiind un cerc descris de o razd p), va fi
egal cu pdg, va rezulta p = m pentru o valoare infinit mica a lui p §i, prin urmare,

dm __

pentru p = 0 vom avea simultan m = 0 si @ =0

XX.

Sa ne mai oprim o clipd asupra acestei presupuneri, anume ci p desemneaza
lungimea oarecare a unei linii geodezice duse dintr-un punct determinat A la un
punct oarecare al suprafetei §i ¢ noteaza unghiul pe care primul element al acestei
linii il face cu primul element al unei linii geodezice date, plecind din punctul A.
Fie B un punct determinat pe aceasta linie, pentru care ¢ = 0 ¢i C' un alt punct
determinat pe suprafata, pentru care ¢ are o valoare pe care o notam simplu A.
Sa presupunem ca punctele B gi C sint unite de o linie geodezica a carei lungime
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masuratid din punctul B va fi notata, ca in paragraful XVIII, cu s. De asemenea,
vom nota cu § unghiul pe care fiecare element ds il face, intr-un punct oarecare,
cu elementul dp; in fine, cu #°, #' notdm valorile unghiului § in punctele B si C.
Vom avea astfel, pe suprafata curba, un triunghi cuprins intre trei linii geodezice
ale carui unghiuri din B si C, pe care le vom desemna simplu cu aceleasi litere, vor
fi egale, primul cu complementul unghiului 6° fat3 180°, celilalt chiar cu unghiul
0'. Dar deoarec, in analiza noastrd, dupd cum e ugor de vizut, toate unghiurile
trebuie si se exprime prin numere, nu prin grade, astfel ca unghiul de 57°17'45"
caruia 1i corespunde un arc egal cu raza, sa fie luat drept unitate, trebuie sa punem,
numind 27 circumferinta cercului:

0 =nx-B, 0 =C.

Sa vedem acum care este curbura integrald a acestui triunghi. Curbura este, intr-un
punct dat, egala cu kdo, do reprezentind un element de suprafatid. Si cum acest
element se exprima prin mdp-dg, se vede ca trebuie si calculam integrala [ [ kmdp-
dq pe toata suprafata triunghiului. Sa incepem cu integrarea dupa p care, deoarece
k= —% . ‘f;@”, ne da dq- (const.— ‘fi—’;) pentru curbura integrala a ariei cuprinse intre
liniile primului sistem carora le corespund valorile celei de-a doua nedetrminate g,
q+dq. Cum aceasta curbura integrala trebuie sa se anuleze pentru p = 0, cantitatea
constantd introdusa de integrare trebuie sa fie egala cu insasi valoarea lui ‘fi—’;} pentru

_ dm

dp
sa-i dam lui ‘fi—Tg valoarea pe care o ia aceasta functie In punctul in care elementul de
suprafatd considerat intilnegte linia C'B. Dar, conform paragrafului precedent, pe
aceasta linie avem %dq = —df, astfel ca expresia noastra devine dqg+df. Integrind
acum intre limitele ¢ = 0 §i ¢ = A, obtinem pentru curbura integrald a triunghiului,
A+60' —0°=A+B+C—m.

Curbura integrald nu e altceva decit aria acestei portiuni de pe suprafata sferica
auxiliara care corespunde triunghiului, afectatd de semnul pozitiv sau negativ dupa
cum suprafata curba pe care e trasat este concavo-concava sau concavo-convexa. De
altfel, trebuie si ludim drept unitate de suprafatd patratul de laturd unitatea (raza
sferei), ceea ce dd 4w pentru aria totala a sferei. Aga fiind, portiunea de suprafati
sferica care corespunde triunghiului este fatd de intreaga suprafata a sferei ca si
(A4 B+ C — ) fatd de 47. Aceastd teoremi despre care nu credem cd abuzam
numarind-o printre cele mai elegante din teoria suprafetelor curbe, se mai poate
enunta in felul urmator:

Suma unghiurilor unui triunghi format de linii geodezice pe o suprafatd curbd
oarecare este superioard lui 180° dacd aceastd suprafatd este concavo-concavad si in-
ferioara lui 180° dacd ea este concavo-convezd, cu o cantitate care are drept masurd
aria triunghiului sferic care-i corespunde dupa directiile normalelor, considerind
suprafata totald a sferei drept 720°.

Mai general, intr-un poligon cu n laturi formate de linii geodezice, diferenta (in
plus sau in minus dupd natura suprafetei) dintre suma unghiurilor gi 2n- 4 unghiuri
drepte este egala cu aria poligonului corespunzitor pe suprafata sferica, cu conditia
ca suprafata sferei s fie 720°. Este ceea ce rezultd imediat din teorema precedenta
imaginindu-ne ca am Impartit poligonul dat in triunghiuri.

p = 0, adica egald cu unitatea. Avem astfel dq - ( ), expresie in care trebuie
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XXI.

Sa restituim simbolurilor p, ¢, E, F, G, w semnificatiile generale care le fus-
esera atribuite Inainte si sa presupunem ca natura suprafetei curbe considerate este
definitd si cu ajutorul a doud variabile de acelasi gen, dar diferite, p' si ¢'; astfel ci
expresia unui element liniar oarecare este

VEdp? + 2P dp - dg' + Grdg™.

In felul acesta, fiecirui punct al suprafetei definit de valori determinate ale ale
variabilelor p si g, ii vor corespunde valori determinate ale variabilelor p' i ¢' care
vor fi functii de p si de g. Vom presupune ci diferentierea acestor functii ne da

dp' = adp + Bdg,
dq' = ~dp + ddg.

Ne propunem acum sa descoperim semnificatia geometrica a coeficientilor «, 3, 7,
d.

Conform celor de mai sus, putem imagina pe suprafata curba patru sisteme
de linii pentru care p, q, p', ¢ vor fi, respectiv, constante. Dacd, prin punctul
determinat cdruia-i corespund valorile p, q, p', ¢', presupunem trasate cele patru linii
ale acestui sistem, elementele acestor linii care vor corespunde variatiilor pozitive
dp, dq, dp', dq' vor fi:

VE-dp, VG-dq,VE -dp,-VE -dq.

Vom nota M, N, M', N' unghiurile pe care directiile acestor elemente le fac cu
o directie fixa arbitrara, socotindu-le in sensul in care a doua linie este plasata
fata de a doua in aga fel incit sin(N — M) s& fie o cantitate pozitivd. Vom mai
presupune (ceea ce este permis) ci a patra linie e astfel plasatd fatd de a doua
incit sin(N' — M') s3 fie de asemenea pozitivi. Cu acestea, dacd vom considera un
alt punct, infinit de putin departat de primul, ciruia ii corespund valorile p + dp,
q+dg, p' +dp', ¢' +dq', ne va fi suficientd doar putind atentie pentru a vedea cé,
in general (adicd independent de valorile variatiilor dp, dq, dp’, dq', vom avea:

VE -dp-sinM +VG-dgq-sinN = VE'-dp' -sin M' ++/G' - d¢' -sin N,

deoarece fiecare dintre aceste expresii nu e altceva decit distanta de la noul punct
la linia de la care masuram unghiurile directiilor. Dar, conform unei notatii deja
introduse, avem N — M = w. Vom pune, prin analogie N' — M' = w'. Vom pune, de
asemenea, N — M' = 1. Astfel, ecuatia pe care o tocmai am gésit-o ia urmétoarea
forma:

VE-dpsin(M' —w+1)+VG-dg-sin(M'+4) = VE'-dp'-sin M'+VG"-dg'-sin(M'+w'),
sau pe aceasta:
VE -dp-sin(N' —w —w' +¢) + VG -dg - sin(N' — o' + 1)
=VE'-dp -sin(N' — ')+ VG -dq -sinN'.

Si cum, evident, ecuatia care ne-a condus la aceste doua formule trebuie sa existe
independent de directia initiald, putem alege arbitrar aceasta directie. Facem deci
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N’ =01n a doua formuld gi M' = 0 in prima; obtinem urmatoarele ecuatii:
VE'-sinw' -dp' = VE -sin(w+ ' — ¥) - dp + VG - sin(w' — ) - dg,
VG' -sinw' -dg' = VE -sin(¢p — w) - dp + VG - sin(1) - dg.
Aceste ecuatii trebuie sa fie identice cu:
dp' = adp + Bdg,
dq' = vdp + ddg;

ca urmare, vom putea determina valorile coeficientilor «, 3, 7y, §. Acestea vor fi:

a =./E. sin(w+w’ —) B = G | sin(w'—9)
- E' sin w’ ’ - E’ sinw’
= /L . sn—w) § =./G . sing

7= el sinw’ - ! sinw’"

Lor trebuie sa le adaugam ecuatiile:

cosw = A cosw = L
EG’ VEG®
. _F2 . N el n b
sinw  =4/EEE, sine' =/ ES

cu ajutorul carora le putem scrie pe cele patru precedente dupa cum urmeaza:
aVEG — F = VEG' - sin(w + w' — v),
ﬂm = VGG’ -sin(w' — 1),
7\/W =VEE' -sin(¢ — w),
SVE'G — F? = JGE -siny.
Cum prin substitutiile dp’ = adp + 8dq, dq' = vdp + ddg, trinomul
E'dp” + 2F'dp' - dg' + G'dq"
trebuie s treacd in Edp? + 2Fdp - dg + Gdg?, obtinem usor:
EG — F? = (E'G' — F'*)(ad — B7)°.
Si cum, reciproc, al doilea trinom trebuie sa se schimbe in primul prin substitutiile:
(ad — By)dp = ddp' — Bdq', (ad — By)dg = —ydp' + adq/,

gasim, de asemenea:

EG - F?
2 2 _
EG - F?
_ 2
E,32—2Foz,3+Ga2—EG7F-G’.

- EG — F/2
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XXII.

De la cercetarile extrem de generale expuse in paragraful precedent, vom cobori
la o aplicatie foarte intinsa in care, pastrind pentru p si ¢ semnificatiile cele mai
generale, vom lua drept p' si g cantititile pe care le numisem r i ¢ in paragraful
al XV-lea, servindu-ne in continuare de aceleagi caractere, in ag fel incit, pentru
fiecare punct al suprafetei, r va fi cea mai scurtd distantd de la acest punct la
un punct luat drept origine si ¢ unghiul din origine, cuprins intre primul element
si o directie consideratd fixa. Astfel vom avea E' = 1, F! = 0, o' = 90°. Vom
pune, de asemenea, VG' = m astfel ci un element oarecare va deveni egal cu
Vdr? + m2dg?. In felul acesta, cele patru ecuatii care exprimi a, £, 7, 6, la care
am ajuns in paragraful precedent, ne dau:

1) VE-costw =) = &
(12) VG - costp = Z—T,

(13) VE - sin(w - ) =m- 5Z,
(14) x/é-siw:m-z—‘;’.

In plus, ultimele doua ecuatii din paragraful precedent devin:

dr\? dr dr dr\?
—_ 2 = R —_ [ — R
(15) EG-F E (dq) 2F o +G (dp) ,
dr dr\ dy dr dr\ dy
1 E-——F—| XL =(F-——G-— ) L.
(16) ( dg dp) dg ( dg ¢ dp) dp

De aceste ecuatii trebuie sa ne folosim pentru determinarea cantitatilor r, ¢, 9 si
(daca este nevoie) m in functie de p i ¢. Integrarea ecuatiei (15) ni-1 va da pe r.
Odata gasit r, integrarea ecuatiei (16) ni-l di pe ¢. Mai departe, una sau cealalti
dintre ecuatiile (11), (12) ni-1 va face cunoscut pe ¢. In fine, m se obtine cu ajutorul
uneia dintre ecuatiile (13), (14).

Integrarea generald a ecuatiilor (15), (16) trebuie, in mod necesar, s introduca
doua functii arbitrare a caror semnificatie o vom intelege ugor daca ne vom gindi
cd aceste ecuatii nu sint limitate la cazul pe care il consideram, ci ci ele sint
valabile chiar cind atribuim lui r 1 ¢ semnificatia mai generala pe care le-am dat-o
in paragraful al XVI-lea: r era lungimea liniei geodezice masurate de la o curba
arbitrara pe care o intilneste normal, iar ¢ o functie oarecare de lungimea portiunii
acestei din urma curbe cuprinse intre geodezica gi un punct ales la intimplare.
Solutia generala trebuie sa imbratigeze toate aceste lucruri in generalitatea lor.
Dar functiile arbitrare devin functii determinate cind se da linia arbitrara si functia
pe care trebuie s-o reprezinte . In cazul in care ne-am plasat, putem considera un
cerc infinit de mic avind centrul in chiar punctul din care masuram distantele r, iar
( va reprezenta portiunile in care este impartit acest cerc de de diferitele raze. Se
deduce de aici usor ca ecuatiile (15) si (16) sint perfect suficiente pentru acest caz,
cu conditia ca functiile pe care ele le lasd arbitrare si fie determinate de conditia
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de a exprima convenabil r gi ¢, fie in punctul initial, fie pentru punctele care sint
infinit de putin departate de acesta.

De altfel, in ceea ce privegte integrarea ecuatiilor (15) si (16), ea se poate reduce la
integrarea unor ecuatii diferentiale ordinare, dar atit de complicate incit nu ar fi de
nici un folos. Dimpotriva, dezvoltarea in serie, care este suficienta pentru aplicatiile
practice de cite ori este vorba de portiuni restrinse de suprafata, nu prezinta nici o
dificultate. Din formulele la care se paoate ajunge in felul acesta deriva, ca dintr-un
izvor fecund, solutia unui mare numar de probleme extrem de importante. Ne vom
multumi si tratam aici un exemplu particular, pentru a evidentia tipul metodei.

XXIII.

Consideram cazul in care toate liniile pentru care p este constant sint linii geode-
zice care taie normal linia pentru care ¢ = 0, linie pe care o vom putea privi ca
pe o axd a absciselor. Fie A punctul pentru care r = 0, D un punct oarecare pe
axa absciselor, AD = p, B un punct oarecare pe linia geodezicd normala la AD
in D gi BD = g, in asa fel ca p sd poata fi considerat ca ordonata punctului B.
Luam abscisele pozitive pe acea ramurd a axei absciselor pentru care ¢ = 0, r
fiind pentru noi, totdeauna, o cantitate pozitiva. Cit privegte ordonatele, le vom
considera pozitive pe cele care se raporteaza la acea regiune a suprafetei unde
unghiul ¢ are valori cuprinse intre 0° gi 180°.

Conform teoremei din paragraful al XVI-lea, vom avea w = 90°, F = 0 i, de
asemenea, G = 1. Vom mai pune vVE = n; n va fi o anume functie de p si q a
carei valoare, pentru ¢ = 0, va fi egald cu 1. Aplicarea formulei date in paragraful
al XVIII-lea la cazul actual arata ca, pe o geodezica oarecare, trebuie sa avem
df = —g—g - dp, 6 reprezentind unghiul cuprins Intre un element al acestei linii si
un element al liniei pentru care ¢ este constant. Si cum linia absciselor este ea
insasi, aici, o geodezica si deoarece, pentru toate punctele sale, are loc § = 0, e
clar ca, pentru ¢ = 0, vom avea peste tot ‘;—Z = 0. Tragem de aici cpncluzia ca,
daca n se dezvolta in serie dupa puterile crescatoare ale lui ¢, aceasta serie va avea,
urmatoarea, forma:

n =1+ f¢* + g¢* + hq* + etc.,

f, g, h, etc., fiind functii de p. Sa punem, pe de alta parte:
f=f0+f'p+ f'p* +etc,
g=9"+9g'p+g"p* + etc.,
h=h® + h'p + h''p* + ete.

Astfel ca vom avea:

n=1+ ¢+ f'pg® + f"p*¢* + etc.,
+¢°¢* + g'pg® + ete.,
+ hOq* + ete.
XXIV.

Ecuatiile din paragraful al XXII-lea ne dau acum:

d d
nsinzp:d—r, COS’J,[J:d—r, —ncosq,/):m-—(p, sinyy =m - —
/4 q
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dr\? dr dy dr
2 2 2, . _. =
n°=n (dq) , n g dq + dp dedp = 0.

Cu ajutorul acestor ecuatii dintre care a cincea gi a gasea sint, acum, continute
in celelalte, vom putea dezvolta in serie 7, ¢, ¥ m sau orice alte functii de aceste
cantitati. Le vom stabili aici pe acelea dintre ele care sint mai demne de atentie.

Deoarece, pentru valori infinit de mici ale lui p si g, trebuie s& avem r? = p? +¢2,
seria care ni-1 di pe 72 trebuie si inceapi cu termenii p? + ¢%: vom obtine termenii
de ordin superior prin metoda coeficientilor nedeterminati®, folosind ecuatia

1 dr2\? dr?
— . ) =452
(n dp) +<dq) "

adica
2 1 2 4 2
P=p 4 gfopzqz i Ef’p3q2 n (gf" _ Efo >p4q2 1 ete.
2
(17) + 9"’ + gg’p3q3
2 T .02
—hO _ ' g0 2 4‘
+ (5 57 )p g
De aici, ajutindu-ne de formula rsin¢ = 5- - ‘Z—i, obtinem:
. 1 1 1 8 2
rsing =p— gfoqu - Zf’p2q2 - <5f” + Efo )p3q2 + ..
1 2
18 Lo 3 2,93
(18) 59 P4~ £9'P°q
3.0 8 02 4,
(5h 45f )pq ;
La fel, cu ajutorul formulei r cosy = % . Cz—r:, gasim:
2 1 2 4 2
reosty = q+ §f°p2q+ 3 'Pha+ (3}‘” - Efo )p4q+
3020,3 39
(19) + 9P + 9P

4 14 2\ .
2p0 _ 220 2 3
+(5 45f )pq,

ecuatii din a caror combinare rezulta unghiul ¢. Unghiul ¢ se va obtine la fel,
sub forma cea mai convenabild, folosind seriile in care se dezvolta r cos ¢ si rsin .

INi s-a parut inutil s prezentdm aici acest calcul care se poate, de altfel, scurta cu ajutorul
citorva artificii.
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Pentru aceasta, trebuie s ne servim de ecuatiile cu diferentiale partiale:
dr cos ¢
dp

d d
TZZS('D =Ccosy-CcosY —rsingy - d—(g,

d
=ncosy-siny —rsiny - d—i,

drsi d
TT;(pznsincp-sinz/J+rcosgo-d—i,
drsi d
TT(;I(p:singo-cosw-i-rcoscp-d—(g,
d d
ncosw-—<p+sin¢-—(p:0,
dgq dp
a caror combinare ne da:
rsiny drcosep dr cos
—_— +7Ccos - =T oS,
n dp dq
. drsi drsi
rsmw‘ rsmg0+rcos¢- rsmgozrsin%
n dp

De aici se deduc ugor seriile care 1i dau pe rcos, rsiny. Aceste serii, ale caror
primi termeni trebuie sa fie p §i ¢, sint urmatoarele:

_ 20 o 9 4 2 9 3 . 8 02) 309
rcoscp—p+3f Pq +12qu + 10f 45f pq + ...

1 7
20 -.0,.3 2.3
(20) + 5900 + 5590
2.0 7 .02 4
+<5h 45f )pq7

. 1 1 1 T 02
rsing =q— 5f°p2q - gf’qu - (Ef” - %fo ) plqg— ...

1 3
21 _-,022 % 1372
(21) 9P 9P

Lo, 13 .02Y 2 3

( 5h + 9 f ) pq.
Din combinarea ecuatiilor (18), (19), (20), (21), s-ar putea obtine o serie pentru
r2 cos(¢+¢) si, de aici, impértind cu seria (17), o serie pentru cos(¢)+¢), cu ajutorul
careia s-ar putea ajunge la o serie care sa dea chiar unghiul ¢+ . Dar acest rezultat

se obtine intr-o maniera mai elegantd dupa cum urmeaza. Diferentiind prima si a
doua ecuatie pe care le-am scris la inceputul acestui paragraf, obtinem:

. dn dyp . dyp
sin d—q+ncos¢ d—q+sm¢ d—p_O.
ecuatie care, combinatd cu aceasta:
ncos¢-§—§+sin¢-d—§: ,
ne va da:
rsin - dndq + rsing  d(y +¢) +rcost - Ay + @) —0
n dp dp
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Din aceastd ecuatie vom scoate ugor, prin metoda coeficientilor nedeterminati, o
serie pentru ¥ + . Aceasta, al cirei prim termen trebuie sa fie %77 (raza fiind
consideratd unitatea gi 27 fiind circumferinta cercului) va fi:

_1 0 2/2 1// 102 3
¢+<p—27r fpq 3qu <2f 6f q— -

3
(22) - ¢°pg® — Zg’ﬁvzq2

1 .
— (hO _ gJL-OZ) pq3.

Ni se pare util s& dezvoltam in serie §i aria triunghiului ABD. Pentru aceasta
dezvoltare, ne vom servi de ecuatia urmatoare care se deduce din conditii geometrice
ugor de descoperit gi in care S este aria cautata:

7 sin ¢ . ﬁ—}—rcosvﬁ- ﬁ _ TSIH¢/ndq,
n dp dq n

integrarea avind drept punct de plecare valoarea ¢ = 0. Si de aici obtinem, prin
metoda coeficientilor nedeterminati:

1 1 1 1 1 2
S = pg— —fOp2q — — f'ptg— [ — " — —f0 5
P4 12qu 2Oqu 30f 60f P’q

1 3 o1
- Ef"pq3 - —¢°%°¢ — —g¢'p'¢?

40 20
7 1 2 1 2
23 _ 128 (g0 2 g 2 p02) 305
(23) 1207 P4 5" Tl el )P
1 0 4 3 1 2 4
59°pa" = 597"

1 1 .42
[ Lpo 2o 5
(10 307 )pq

XXV.

De la formulele paragrafului precedent care se raportau la un triunghi drep-
tunghic format de linii geodezice, ne vom ridica la formule cit se poate de generale.
Fie C un alt punct pe linia geodezica DB pentru care, p raminind acelagi, carac-
terele ¢', 7', ', 9, S’ vor desemna, aceleasi lucruri ca si q, r, @, ¥, S pentru punctul
B. Obtinem astfel un triunghi ABC' ale cirui unghiuri le reprezentam prin A, B,
C, laturile opuse acestor unghiuri prin a, b, ¢, iar aria o notdm ¢. Vom exprima
prin a, 8, v misura curburii in punctele A, B, C. De altfel, presupunind (ceea ce
ne este permis) cantitatile p, ¢, ¢ — ¢’ pozitive, avem:

A=¢p—-¢, B=vy, C=n-1¢,
a=q—¢, b=r, c=r, o0=8-5"

Inainte de toate, vom dezvolta o in serie. Schimbind, in formula (23), fiecare dintre
cantititile care se referd la B, cu cele care se refera la C, obtinem S si, de aici,



CERCETARE GENERALA ASUPRA SUPRAFETELOR CURBE 29

ducind calculul pina la cantitatile de ordinul al gaselea,
o= %p(q ~4q') {1 - éf"(p2 +¢* +qq +47)
—%f'p(ﬁp2 + 7% +7qq' +7¢°) - ;—Ogo(q +4')(3p” +4¢” + 4qq’ + 461’2)}
Cu ajutorul seriei (18), anume:

103 )

1 1
inB = p(1— =% — = f'pg® — ..
csin p( 3f ¢ = /' = 5974

formula anterioara devine

1 1 1
0 = jacsin B {1 - gfo(p2 — ¢ +qd +q°%) - @f'p(ﬁpz —8¢% +7q¢' +7¢"”)

1 2 3
—2—090 (3p’q + 3p°q — 6¢° + 4¢°q’ + 4qq"” + 4¢' )}

Pentru un punct oarecare al suprafetei, misura curburii este (conform paragrafului
al XIX-lea, in care m, n, p aveau, respectiv, semnificatiile pe care le atribuim acum

lui n, g, p):
1 dn _ 2f+69q+12hg” + ...

n dgz 1+ fg® + ...
De unde rezulta ca, daca p si ¢ se refera la punctul B, avem:

B =—2f°—2f'p—69°q — 2f"p? — 6g'pq — (121° — 2f°")¢* — ..
si, la fel, pentru punctele C gi A,

2 2
v=-2f—2fp—6¢°¢ —2f"p* — 6g'pg' — (121° —2f°")¢'" —
a=-2f°.

= —2f —69q — (12h — 2f*)¢"...

Introducem aceste cantitati in seria care il da pe o si obtinem urmatoarea expresie
care e riguros exactd pind la cantititile de ordinul al saselea (exclusiv):

1 1 . 2
= —acsi —a(4p® — 2¢° '+ 3¢
o 2acs1nB{1+120a(p g +3q9' +3¢"7)

1 1
+—_B(3p* — 6¢° + 64’ +3¢"") + —=B(3p” —2¢° + q¢' + 4¢”) ¢ .
120 120

Putem, fir4 a iesi din aceleasi limite de aproximatie, si inlocuim p, ¢ si ¢’ respectiv
cu csin B, ccos B, ccos B — a si sa gasim astfel:

1
(24) o= %acsinB {1 + 1—20a(3a1 + 4¢® — 9accos B)

1
+-—pB(3a® + 3¢* — 12accos B) +

1
—(4a”® + 3¢* — B)¢.
120 1207( a® + 3¢® — 9accos )}

Si cum tot ce se refera la linia AD, perpendiculara pe BC, a disparut din aceasta
formula, putem permuta punctele A, B, C' pentru a obtine, in aceleagi limite de



30 KARL FRIEDRICH GAUSS

aproximatie,

1 1
(25) o= §bcsinA {1 + an(?)bl +3¢? — 12bccos A)

1 2 2 1 2 2
4¢” — A+ —~(4 — A)p.
+120B(3b +4c¢® —9bccos A) + 1207( b* + 3¢® — 9bccos A)

1 1
(26) o= iabsinC {1 + ma(?)al + 4b* — 9abcos O)

1 . 1
5o B(4a” + 36° — —(3a® + 3b* — 12 :
+120ﬂ( a® + 3b° — 9abcos C) + 1207(3(1 +3b abcosC)}

XXVL

E util sd introducem aici discutia triunghiului plan rectiliniu ale carui laturi sint
a, b, ¢. Unghiurile acestui triunghi, pe care le vom desemna A*, B*, C*, difera
de unghiurile triunghiului pe suprafata curbi, adica de A, B, C, prin cantititi de
ordinul al doilea gi nu e lipsit de interes sa dezvoltam cu grija aceste diferente. Ne
vom margini in cele ce urmeaza sa punem bazele calculelor la care sintem condusi,
calcule mai curind prolixe decit dificile.

Schimbind in formulele (17), (20) si (21) cantitétile care se referd la B cu cele
care se referd la C, vom gisi formulele care ne dau 72, r' cos¢', r'sin¢’. Atunci
dezvoltarea expresiei

r24r” —(g—¢)? —2rcosp-r' cosp — 2rsing -1 sing
care este egala cu
b + ¢ — a? — 2bc(cos A* — cos A),
combinata cu dezvoltarea expresiei
rsing-r' cosp’ —rcosg - sing’

care este egald cu besin A, furnizeaza urméitoarea formula:

1 1 1
cos A* —cos A = —(q—q')psinA{ng + af'p—l- Zg°(q+q')
1

+(1—0

//_i 02y, 2 i/ / lo_i 02y, 2 / 12
=P+ 550pla+d) + (Gh° = oo )0 + 9’ +¢7) + .-

De unde scoatem, pinna la cantitatile de ordinul al cincilea,
A =A== |+ Fp+ 10+ d) + =P
3 6 4 10
i ' ' lho 2 ' 12y i 02/, 2 2 1 120d' 12
o9 Pla+d)+ ha +ad' +¢7) = oo f7 (TP +Tq7 + 1244 +7¢7) ¢ -

Combinind aceastd formuld cu urmatoarea:

1 2
20 = ap [1 - gfo(p2 +¢@ +qd +47 - )]
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si cu valorile cantitatior a, 3, v ga site in paragraful precedent, obtinem, pinna la
cantitati de ordinul al cincilea,

1 1 1
A*=A- {6a+ TR TR 2 prg 4 +29'p(p+ )
(27)
-l-gho(3q2 —2qq¢' + 3q'2) + %foz(élp2 —11¢% + 14q¢' — 11q’2)} .

In urma unor operatiuni asemanatoare, vom gési:

1 1 1
B*:B—o{ﬁa+ BTt f”p2+—0gp(2q+q’)+

(28)
1 oo 1 A
+ gho(4q2 —4qq' +3¢"%) - %1‘02(2192 +8¢> — 8qq’ + llq’z)} :
* 1 1 noal '
C*=C-o ITRRD ﬂ+— +1 f 109 gp2g+4q)+
(29)

1 1
+5h°(3q2 — 4qq' +4¢"%) — %f‘ﬂ(?p2 +11¢*> — 8qq’ + 8q'2)} :

Punind laolaltd aceste rezultate gi observind ca suma A* + B* + C* este egald cu
doud unghiuri drepte, conchidem ca excesul sumei A+ B+ C fatd de doua unghiuri
drepte este:

1 1. 1
A+B+C=w+a{ga+§,@+§7+ f”p2+29p(q+q)+
(30)

1 42
+(2h° = 2" —ad' - q'2)} :
De altfel, am fi putut deduce aceastd ecuatie si din formula (22).

XXVII.

Daca suprafata curba este o sferd de raza R, vom avea

1
a=f=y=-2{"= 2. f"=0,g' = 0,9k = [ =0
de unde
o_ 1
24R?"
In consecinti, formula (30) devine
sigma
R2
care se bucurd de o exactitate absolutd. Pe de altd parte, formulele (27), (28), (29)
ne dau:

A+B+C=7m+

g
A =A— — — 22 — dqq' —
Vo2 180R4( p° —¢* +4aq' — ¢7),
g 2
B*:B___— 2_22 2 ! !
3R T IR T 24 +2a4 +47),
C*=C— 7= —Z (0" +¢* + 200 — 20°);

3R? 180R?
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sau, intre aceleagi limite de aproximatie,

ag ag b
A*:A___— 2 2_2 a
3R TRoml TC 2%
x _npn_ 9 0 2 2 922
B*=1B Ve 180R4(a +c¢® —2b%),
* o g 2 2 2
=C - — — —2¢%).
C C VP 180R4(a +b c?)

Neglijind in aceste formule cantitatile de ordinul al patrulea, obtinem imediat bine-
cunoscuta teorema datorata ilustrului Legendre.

XXVIIL

Formulele noastre generale devin extrem de simple cind renuntam la termenii de
ordinul al patrulea, anume:

1
A*:A—EU@a—l—ﬂ—i—V),

1

1
C* = C - sola+B+29).

Astfel, pe o suprafata nesferica, unghiurile A, B, C trebuie sa sufere reduceri inegale
pentru ca sinusurile lor sa devina proportionale cu laturile opuse. Inegalitatea,
vorbind in general, va fi de ordinul al treilea. Dar daca suprafata difera putin de una
sfericd, atunci inegalitatea atinge un ordin mai ridicat: pe suprafata pamintului,
chiar in triunghiurile cele mai intinse carora le putem masura unghiurile, putem
considera diferenta ca fiind insensibild. De exemplu, in cel mai mare triunghi pe
care am avut ocazia sa-] masurdm acum cintiva ani, cel cuprins intre punctele
Hohehagen, Brocken, Inselsberg, pentru care excesul sumei unghiurilor s-a gasit a
fi de 14",85348, calculul n-a dat, pentru reducerile aplicabile fiecirui unghi:

Hohehagen................ —4",95113,

Brocken................... —4",95104,

Inselsberg................. — 4" 95131.
XXIX.

In incheierea acestor cercetari, vom adauga si compararea ariei unui triunghi
pe o suprafata curba cu aria unui triunghi rectiliniu avind laturile a, b, ¢. Vom
desemna aria acestui triunghi rectiliniu cu o*. Aceasta va fi:

1 1 1
o" = EbcsinA* = iacsinB* =3 sin C*.
Avem, pinna la cantitati de al patrulea ordin,
1
sin A* =sin A — ﬁacosA “Ra+B8+7),

sau, intre aceleagi limite de aproximatie,

1
sinA =sin A* |1+ ﬂbccosA- Ra+p+7)|.
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Inlocuind aceastd valoare in formula (25) vom avea, pind la cantitati de ordinul al
saselea,

— 1 : * i 2 2
o= 2bcsmA {1+ 12Ooz(3b + 3¢ — 2bccos A)

1 2 2 1 2 2
— 4¢° — 4 A+ —~4 -4 A
+120ﬂ(3b + 4c bccos A) + 1207( b° + 3¢ becos A) ¢,
sau, cu aceeagi aproximatie
a B v

=0* {1+ —(a® + 20> + 2¢%) + ——=(2a® + b* + 2¢%) + —=(2a® + 26> + ?) ¢ .
o U{+120(a+ +c)+120(a+ +c)+120(a+ +¢%)
Pentru o suprafata sferica, aceasta ecuatie capata forma:

1
— 5% 1 2 2 2 .
c=0 [+—24a(a +5b +c)]

In locul acestei formule i intre aceleasi limite de aproximatie, o putem, de asemenea,
adopta pe urmatoarea:

o= a*\/ sinA-sin B -sinC _
sin A* - sin B* - sin C'*
Daca se aplica aceste formule unor triunghiuri trasate pe o suprafata curba nes-
ferica, eroarea va fi, in general vorbind, de ordinul al cincilea si absolut nesesizabila
in toate triunghiurile pe care e posibil sa le masurdm pe suprafata pamintului.



