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INTRODUCERE

Teoria gravitatiei a lui Einstein (a cirei acceptatare se datoregte explicirii faimoa-
sei inegalitati seculare observate in periheliul lui Mercur si care nu e prevazuta de
legea lui Newton) considera ca fenomenele fizice care au loc in spatiul ambiant sint
intim legate de proprietatile geometrice ale acestuia si le determina intr-o oarecare
masura; spre deosebire de teoriile clasice care presupun intreg spatiul fizic un dat
a priori. In dezvoltarea matematici a grandioasei conceptii a lui Einstein (care isi
giseste in calculul diferential al lui Ricci instrumentul algoritmic natural), inter-
vine ca un element esential curbura unei anumite varietati cu patru dimensiuni si
simbolurile corespunzatoare ale lui Riemann. Intilnirea si, mai ales, minuirea con-
tinua a acestor simboluri in chestiuni de un mare interes general m-au condus la a
cerceta daca nu s-ar putea reduce intrucitva aparatul formal care servegte indeobste
la introducerea lor si la stabilirea comportamentului lor covariant'.

O perfectionare in acest domeniu este efectiv posibila si constituie substanta
paragrafelor 15 §i 16 din prezenta lucrare care, conceputa initial cu numai acest
scop, s-a tot amplificat pentru a face locul cuvenit si interpretirii geometrice.

Am crezut la inceput ca voi gasi, fara doar gi poate, interpretarea geometrica
in lucrarile originale ale lui Riemann »Uber die Hypothesen welche Geometrie zu
Grunde liegen” si ”Commentatio mathematica...”? dar nu era decit un embrion.
intr—adevér, pe de o parte, apropiindu-te de sursele citate ai impresia ca Riemann
chiar avea in minte acea caracterizare a curburii intrinsece §i invariante care va fi
precizatd aici (§17-18). Totusi, pe de altd parte, nici In Riemann, nici in comen-
tariul explicativ datorat lui Weber®, nu exist nici o urm& despre acele specificiri
(notiunea de directii paralele intr-o varietate oarecare gi considerarea unui patru-
later geodezic infinitezimal cu doud laturi paralele) pe care le vom recunoagte ca
indispensabile din punct de vedere geometric. In plus, nu se reuseste - eu, cel putin,
nu am reugit - justificarea trecerii formale cu care, dupa Riemann, s-ar ajunge de
la presupunerile initiale inatacabile la tot atit de perfecta formuls finalé a curburii.

1Cf., de exemplu, L. Bianchi, Lezioni di geometria differenziale, vol. 1 (Pisa, Spoerri, 1902),
pp. 69-72.

?B. Riemann, Gesammelte mathematische Werke (Leipzig, Teubner 1876), pp. 261-263, 381-
382.

3loc. cit. ?), pp. 384-389.
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Voi prezenta cititorului, intr-o nota critica finala, aceasta indoiala a mea, furni-
zindu-i gi elementele necesare judecatii.

Prima gi cea mai extinsa parte a memoriului (§1-14) e destinata introducerii gi
ilustrarii notiunii de paralelism intr-o V;, cu metrica oarecare.

Incepem din domeniul infinitezimal, incercind si caracterizim paralelismul a
doud directii (a), (') care pornesc din doud puncte foarte apropiate P si P'. E
necesar sa reamintim ca orice varietate V,, se poate privi ca imersata intr-un spatiu
euclidian Sy cu un numar sufiecient de mare de dimensiuni gi, mai ales ca, fixind
prin P o directie generica (f) alui Sy, paralelismul obignuit intr-un asemenea spatiu
ar cere

unghiul (T)E) = unghiul (m) ,

pentru oricare (f). Altfel spus, paralelismul in V,, se definegte limitind validitatea
conditjiei la toate directiile (f) care apartin la V,, (adicd la partea din Sy tangenta
in PlaV,).

Pentru justificarea acestei definitii se va nota ca, in timp ce ea reproduce, aga
cum e firesc, comportamentul elementar pentru acele V,, euclidiene, are, in orice
caz, caracter intrinsec pentru ca, in definitiv, rezultd dependentd doar de metrica
lui Vj,, nu si de spatiul ambiant auxiliar Sy. Intr-adevir, traducerea analitic a
notiunii noastre de paralelism se concretizeazd dupa cum urmeaza: Raportata V,,
la coordonate generale z; (i = 1,2, ...,n), fie dz; cresterile corespunzatoare trecerii
de la P la P'; €% parametrii unei directii generice (o) pornind din P; £ 4 d¢®
aceia ai unei directii infinit apropiate («'), iegind din P'. Conditia de paralelism e
exprimata de cele n ecuatii

(4 D +37, {’il}dxjg(” =0 (i=12,..,n),

1
unde J, } desemneaza cunoscutele simboluri ale lui Christoffel.
)

O data gasita legea prin care se trece de la un punct la unul infinit vecin, sintem,
fara indoiala, pregatiti sa efectuam transportul directiilor paralele de-a lungul unei
curbe oarecare C. Dacd z; = z;(s) sint ecuatiile ei parametrice, e evident suficient

. . - o Jil . ; .
ca in (A) s privim z; gi, in consecinti { % ca functii cunoscute, ¢ ca functii
i

de determinat, depinzind de parametrul s gi avem sistemul liniar ordinar

de® " (4 1) dz; W _ .
ds +Z{Z Eé. =0 (z—1,2,...,n),

Jil=1
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reductibil la o form tipicd (zis cu determinant strimb) care a apirut deja in alte
cercetdri si a facut obiectul unor studii sistematice din partea domnilor Eiesland*,
Laura®, Darboux®, Vessiot”.

Tata citeva consecinte geometrice:

1° Intr-un punct generic P, directia paraleli la o directie (a) care pleaca dintr-un
punct oarecare Py depinde, in general, de drumul pe care se trece de la Py la P.
Independenta de drum este proprietatea exclusiva a varietatilor euclidiene.

2° De-a lungul unei aceleiasi geodezice, directiile tangentelor sint paralele, ceea ce
generalizeaza, o caracteristica evidentd a dreptei din spatiile euclidiene (chiar aceea
pe care Euclid o pune la inceputul elementelor ca intuitie primordiala a dreptei).

3° Transportul prin paralelism, de-a lungul unui drum oarecare, pastreaza un-
ghiul a doua directii concurente. Vreau si spun prin asta ci unghiul format de
doua directii generice plecind dintr-un acelagi punct e egal cu unghiul format de
paralelele la acestea intr-un alt punct oarecare. Tinind seama si de proprietatea
de mai sus a geodezicelor, se obtine corolarul conform caruia, de-a lungul unei
geodezice, directiile paralele sint mereu egal inclinate pe geodezica. Daca e vorba,
in particular, de o V2, aceasta conditie e si suficientd, astfel ca, pentru suprafetele
uzuale, paralelismul de-a lungul unei geodezice echivaleaza cu izogonalitatea.

Nu am indicat, in ordine, continutul diverselor paragrafe. Va fi de ajuns o privire
la sumarul de la sfirgitul lucrarii.

1. PRELIMINARII

Fie (cu simbolurile obignuite)

n
d82 = z aikdwidwk
i,k=1
expresia patratului elementului liniar al unei varietati oarecare V.

Dupa cum bine se cunoagte, se poate, totdeauna, privi V,, imersata intr-un spatiu
euclidian Sy cu un numir de dimensiuni suficient de mare (nu superior lui @)
Fie y, (v = 1,2,...,N) coordonatele carteziene ale unui asemenea spatiu. In el,
vom considera V;, definita cu ajutorul expresiilor parametrice

(1) Yv :yll(xlaxZa"'axn) (V: 132a"'aN)
ale coordonatelor carteziene in functie de cele intrinseci, rezultind in consecinta
n n
(2) ds® = Z dy? = Z a;rdx;dzy.
v=1 i,k=1

47 Eiesland, On the integration of a system of differential equations in kinematics, American
Journal of Mathematics, vol. XXVIII (1906), pp. 17-42.

5E. Laura, Sulla integrazione di un sistemma di quatiro equazioni differenziali lineari a de-
teminante gobbo per mezzo di due equazioni di Riccati, Atti della R. Accademia delle scienze di
Torino, vol. XLII (1906-1907), pp. 1089-1108; vol. XLIII (1907-1908), pp. 358-378.

Je} Darboux, Sur certains systémes d’équations linéaires, Comptes rendus hebdomadaires des
séances de I’Académie des Sciences, t. CXLVIII (1¢” semestre 1909) si Sur les systémes d’equations
différentielles homogénes (Ibid., pp. 673-679 gi pp. 745-754).

"E. Vessiot, Sur lintégration des systémes linéaires & déterminant gauche, Comptes rendus
hebdomadaires des séances de I’Académie des Sciences, t. CXLVIII (1¢" semestre 1909), pp.
332-335.
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Sa consideram in V,, o curba C arbitrara si fie
(3) x; = x;(8) (1=1,2,....,n)

ecuatiile sale parametrice, s desemnind arcul (mésurat cu incepere de la o origine ar-
bitrara). Curba C apartine in mod natural gi spatiului ambiant Sy, ca atare ramine
definitd de expresiile parametrice y,(s) ale coordonatelor carteziene ale punctelor
sale. Aceste expresii parametrice sint, desigur, oferite de (1) in care se atribuie lui
x; valorile (3). Derivindu-le in raport cu s si indicind cu accente derivatele fata de
acest argument, avem

= Oyv

! (v=1,2,..,N).

4 -
(4) Yy, I

i=1
Sa ne referim la o valoare generica, dar bine determinata, a lui s, adica la un punct
P oarecare al curbei C. Evident, valorile y!, constituie cosinusurile directoare ale
lui C in P relativ la axele coordonate ale spatiului euclidian Sy; valorile z} sint
parametrii directori (ai lui C in acelagi punct P) fata de V,.

S3 mai amintim® ci, daci se pune

(5) yllll = Cqv,

cuc > 0si E,J,V:1 q> = 1, rezultd curbura ¢ a lui C in P si (cu exceptia cazului
limitd ¢ = 0), cu ajutorul cosinusurilor directoare g¢,, o directie (g), zisi normald
principald absolutd in punctul P. Proiectind-o (ortogonal) pe hiperplanul tangent
la V;, in P, se pune in evidenti o directie (¢*), tot normald curbei, zisd normald
principala relativa.

Vom desemna prin ¢} cosinusurile directoare ale lui (¢*); cu ® unghiul cuprins
intre (¢) si (¢*) si, in fine, cu «, cosinusurile directoare ale unei («) generice care
pleacd din P si apartine lui V;, (adica hiperplanului sdu tangent). Va fi clar ci

N N

*
E a,q, = cosd E ayq,,
v=1 v=1

deci, multiplicind cu c §i tinind cont de (5),

N N
E a,y. = ccos® E a,q.
v=1 v=1

Trebuie mentionat ci membrul al doilea are caracter intrinsec relativ la varietatea
V., agadar poate fi interpretat independent de spatiul euclidian ambiant. Intr-
adevar,

ccosd =~

nu e altceva decit curbura geodezica a lui C iar Zf,vzl a,q; e cosinusul director al
unghiului x dintre () gi normala principala relativ la (¢*), directii care, ambele,
apartin lui V,,. Aga ci are loc, pentru orice directie («) a lui V;, (dar depinzind de
curba C), relatia

N
(6) Z QY = ccos .
v=1

8L. Bianchi, loc. cit. 1), pp.365-367.
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2. DIRECTIT PARALELE IN V,, DE-A LUNGUL UNEI CURBE FIXATE

S& presupunem cé fiecirui punct P al lui C ii corespunde o directie (a) care
apartine lui V,,. Astfel, parametrii directori £ (i = 1,2,..., N) care definesc (a)
in V,,, ca gi cosinusurile directoare o, (¢ = 1,2,...,N) care o individualizeaza in
spatiul ambiant vor fi functii de s; si vom avea (la fel ca pentru directia lui C, dupa
cum rezulta din (4))

oy
(7) a, = Z 311:1 £,

Sa ne imaginam ca variem P de-a lungul lui C. Conditia de paralelism obignuit
al (a)-urilor (fatd de spatiul ambiant Sy) implicd egalitatea unghiurilor pe care le
formeaza ele cu o aceeasi directie, aleasd arbitrar.
Pentru a ajunge la o notiune de paralelism care sa priveasca doar V,,, sa con-
sideram fenomenul elementar, adica trecerea de la P la un punct infinit de apropiat.
Fie (f) o directie generici fizd din Sy, f, cosinusurile directoare respective.
Cind s cregte cu ds, cosinusul unghiului dintre () si (f),

N
> avfs,
v=1

suporta o cregtere de

N
ds Z alf,.
v=1

Paralelismul obignuit ar cere anularea acestei cregteri pentru toate directiile (f),
deci ar duce la constanta a,,-urilor.

Sd ne multumim a cere ca unghiul dintre (o) i o (f) sd ramind neschimbat
pentru directiile (f) care apartin lui V,, altfel spus si nu cerem anularea cregterii
ds EV 1 @, f, pentru toate directiile (f), ci doar pentru directiile tangentiale.

Vom observa, ca aceste directii sint toate, gi numai ele, compatibile cu restrictiile
(1), agadar conditia enuntata e evident echivalenta (inlocuind f, cu cantitti propor-
tionale) cu urmitoarea:

N
() z a:/(syu =0
v=1
pentru toate deplasdrile 8y, care satisfac ceringele (1).

Cum, chiar in baza formulelor (1), avem

Oy
=1 6.’Ek

oy, = 0x
cu dzy complet arbitrare, (1) se sparge in n ecuatii

N

(8) Za;gi: —0, (k=1,2,...,n),

v=1

care constituie traducerea formala a paralelismului («)-urilor de-a lungul lui C.
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3. FORMA INTRINSECA A CONDITIILOR DE PARALELISM

In ecuatiile (8) apar cantitatile a, si y, care sint legate de spatiul ambient. Ne
putem elibera de ele, ficind sa intervina in (8) doar elemente care depind de metrica
lui V,.

Incepem prin a substitui cosinusurile directoare a, cu expresiile lor (7), functii
de parametrii directori £?). Avem, derivind in raport cu arcul s al lui C,

Oy dE() —~ &y, 2 €W
Z@ml ds Z 637]8.20; &

Pe de alta parte, in virtutea lui (2),

Oyv Oy, _
Qg = Z 61’]@ a.’L’l (kal - 1,2,...,”),

de unde rezulta, pentru s1mbolurile lui Christoffel de prima specie,

s _ 1 6akl Ba]k 6aj,~
itk 2 x; Ory,
_zi Oyv Oy , O (0w Oy _ 0 (0yy Oy
2 = 6:10] oxy, Ox Ox; \ Ox; Oxy, Oz \ Oz; Oy
N 2
=ZM6‘U” @i,k =1,2...,n).

— 0z ;0x; Oz,
Astfel, ecuatiile (8) devin

n

O]
Zakl § + Z a1,k T f(l) =0 (k=1,2,...,n).

j,l=1

Din acestea, multiplicind cu a(™*)°, sumind dupi k (de la 1 la n) si tinind cont de

definitiile
. l n .
{Ji } = Z ajl,ka(’k) (j,l,i = 1,2, ,n)
j,l=1
ale simbolurilor lui Christoffel de a doua specie, se obtin equatiile echivalente
SR F A ,
(I,) v —}—jlz_l ; ;6% =0 (1=1,2,...,n),

care definesc variatia parametrilor €9 de-a lungul lui C #n baza conditiei ca directiile
puse in evidenta de acesti parametri sa se mentind paralele.
Dacé C e dinainte fixatd (i cu ea expresiile lui z i ' in functie de s), coeficientii

j 1
2?21 {Ji }:v ale fiecgrui €@ din (I,) pot fi priviti ca functii cunoscute in variabila

independentd s. Ca atare, chiar ecuatiile (I,) arata ca n ecuatii diferentiale ordinare
in tot atitea cantititi £(9). Rezultd, in baza cunoscutelor teoreme de existents, ci, o
data aleasa arbitrar o directie intr-un punct oarecare Py al lui C, directiile paralele
prin oricare alt punct P al curbei ramin determinate.

9Cu alh) ge noteazi, de obicei, coeficientii formei reciproce formei fundamentale ds?> =
n
> k=1 Girdridry,.
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4. COMPARATIE CU COMPORTAMENTUL EUCLIDIAN. PROPRIETATEA SA
CARACTERISTICA CU PRIVIRE LA PARALELISM

Din ceea ce s-a vazut pina acum, de-a lungul curbei C' se pastreazi proprietatea
elementara ca dintr-un punct P pleaca o singurd directie paraleld alteia fixate prin
Py. Trebuie, totusi, mentionat ca, pe cind in spatiile euclidiene paralela prin P e
unica in sens absolut, in spatiul noastru V;, cu metrica oarecare ea e, in general,
dependenta de C, adica de drumul de-a lungul caruia se trece de la Py la P.

Mai mult, se poate adduga cé, dacd (printr-un punct P oarecare dintr-un dome-
niu arbitrar) paralela (la o directie oarecare ce pleacd dintr-un alt punct Py al
domeniului) e independentd de drum, spatiul V,, este (in acel domeniu) in mod
necesar euclidian.

Intr-adevir, si observim ci, din ecuatiile (I,), multiplicind cu ds si punind,

pentru simplitate
X(z) — J )
=y,

=1
rezulta

(9) eV = =" XVdz;.
j=1

Independenta de drum dorit3 presupune ca dé®, si o dati cu ele membrul drept
din (9), s3 fie diferentiale exacte; adicd, notind cu dz; un al doilea sistem de cregteri
ale lui z;, independente de dx; si astfel incit ddz; = ddz;, se obtin n identitati

n n
03 XPdz; = d " X Vo (i=1,2,..,n).
j=1 j=1
Explicitind si observind ca egalitatea trebuie si subziste oricare ar fi cele doua
sisteme de cresteri dx;, dx;, ca si valorile (cele initiale, deci si cele generice) lui
€W ajungem automat la a spune ci se anuleazi toate simbolurile lui Riemann'®,

cu alte cuvinte ca e vorba de o varietate euclidiana. c.c.t.d.

5. ALTA FORMA A ECUATILOR (I,). DEPENDENTA DE O SINGURA FUNCTIE

Parametrii directori £(*) (=%, unde ds reprezinta lungimea unui element ales
pe directia (o) si dz; cresterea corespunzatoare a coordonatei x;) apar in (I)
ca elemente determinante pentru directiile paralele (c). Acesti £ constituie un
sistem contravariant!! (fat3 de orice transformare a coordonatelor generale z;). E
util, atunci, sa punem in evidenta, in loc de sistemul contravariant .f(i), sistemul
covariant reciproc

n
(10) &= aint®,
k=1
adica aga-numitele momente.

1050cotim c3 tratarea simbolurilor lui Riemann aga cum e expusd in §§15-19 e efectiv de
preferat tratdrii obignuite. Astfel cd, din punct de vedere metodologic, teorema din text ar trebui
sd figureze dupd acele paragrafe. Am anticipat-o pentru comoditatea cititorului cdruia ii sint
familiare simbolurile lui Riemann.

Uconform G. Ricci, T. Levi-Civita, Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs applications,
Mathematische Annalen, Bd. LIV (1900), p. 125-201.
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Pentru a transforma corespunzitor ecuatiile (I,,), si derivim direct pozitiile (10),

. N (k) .s . . « . v
introducind pentru % expresiile furnizate de (I,). Se obtine (dupa ce se schimba

in ultimul termen indicele de sumare din % in [):

g _ o~ [T N daa )
DD {k}a”“mff +z:21 as©

k.j,l1=1
Deoarece
Z = Qji,i,
k,j,l=1 { k
si
da 1 da 1 ~
Te =2 5% =D _(ai + 6y,
=1 J j=1
ramine
d&; =
(11) d_i = 3 agal®.

J,l=1

In locul lui €0, trebuie s facem s apar3 si in membrul al doilea momentele: lucru
foarte ugor, datorita ecuatiilor (10) care, rezolvate, dau

n
€0 = Y e,
k=1
Cu aceasta, tinind seama de expresiile coeficientilor lui Christoffel de specia a doua
deja reamintite in paragraful precedent, rezulta:

> ayuaie® = Y { ; }wgﬁk,
Jil=1 J k=1

si se obtin astfel, punind din nou [ pentru k drept indice de sumare, ecuatiile
transformate

(Ip) % = Z {ilj}fl, (i=1,2,...,n).

=1

Se va observa ci acest sistem (I;) e adjunctul precedentului (I,). Intr-adevir,
coeficientul lui & in a i-a ecuatie (I3) e egal si opus coeficientului lui £ in a I-a
ecuatie (I,).

Ecuatiilor in chestiune li se mai poate atribui gi o a treia infatigare care amintegte,
chiar daca este, de fapt, mai putin expresiva, forma lagrangiana clasica a ecuatiilor
dinamicii.

Anal(zg)ia consta in aceea ca se poate ajunge la o singura functie de 3n argumente
Ti, .'L';, § ¢ )

n
(12) B=) ay,
ij=1

bilineara in £1) (care sint pe post de necunoscute) si in #, (care sint, ca si z;, functii
de s).
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Din (10) se obtine
o8
ozt’

2

& =
gi se constatd imediat (cu schimbari evidente de indici) cé, deoarece

_ 1 6alj Oay 8a,-j
Figd = 2 (8.%‘2 + awj Ox; )’

al doilea membru al lui (11) se mai poate scrie:
10B 1~ 0 (0B , 8B
200 T3 2 B, (ax; % g )

Cu aceasta, chiar din ecuatiile (11) care sint, esentialmente, echivalente cu (I,)
si cu (Ip), se obtine forma anuntata in care intervine doar B:

9 (8_Blmr, _ 9B §<j>>.
< 0z; \ Oz 9¢W)

3

d 0B 10B
(L) 4o 207 T

1
2¢4
i

6. INTEGRALA PATRATICA — CONSERVAREA UNGHIURILOR. COMPUNEREA
SOLUTIILOR ORTOGONALE

Ecuatiile liniare (I,) admit integrala patratica

Z aijﬁ(i)ﬁ(j) = const.

3,j=1

Acest lucru se recunoagte ugor observind cé, datorita lui (10), primul membru se

scrie
n

> &%,

i=1

— (€D dg
Z(W z+££ )a

i=1

si are derivata

care, datorita lui (I,) i a echivalentelor (I3), se anuleazi identic.

De altfel, chiar fara o verificare directa, folosind o proprietate cunoscuta a sis-
temelor adjuncte, cum £ gi & sint solutii ale unor asemenea sisteme, se poate
afirma constanta expresiei )", ; ai;§ D¢l

Corolar evident al existentei integralei patratice este ca, daca valorile initiale ale
lui £ sint efectiv parametri directori i, ca atare, verifici

n
(13) > aieWeW) =1,
i,j=1
aceeasi relatie rimine adevirati pentru orice s, adicd solutiile £(9) pistreazi carac-

terul de parametri directori de-a lungul lui C: circumstantd implicitd in punerea
problemei, dar care nu e evidentd a priori in (I,).
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Alt corolar demn de semnalat e conservarea, de-a lungul lui C, a unghiului ¢ a
doud directii care se transporta prin paralelism. Intr-adevir, fie £, n( parametrii
acestor doud directii gi fie §;, 1; momentele respective. Avem

coso = i a;; €9 = iﬁ(")m = i&m”’-
i,j=1 i=1 i=1

Sa ne referim, de exemplu, la ultima expresie pe care sa o derivam substituind lui

dé;

Ts valorile furnizate de (1), iar lui

pe acelea furnizate de de (I,). Rezultatul
s
este, gi aici, identic nul, c.c.t.d

Din linearitatea ecuatiilor de paralelism — si ne uitdm, de exemplu, la (I,) —
urmeaz ci orice combinatie linears cu coeficienti constanti a unor solutii £@, 5t®
este, inca, solutie. Sa presupunem, in particular, ca & (@), n(’) sint parametrii a doua
directii nu doar paralele, ci si ortogonale intre ele si fie

¢ = cos @ +sin an(i)

cu o constant. Avem, evident:

n n n
> a¢W¢ =1, Y (g =coso, Y (P =sino,
ij=1 i=1 i=1

astfel ci ¢ constituie parametrii unei directii care, in timp ce satisface conditia de
paralelism de-a lungul lui C, apartine planului determinat de primele doua, formind
cu acestea, in orice punct, aceleasi unghiuri o i § — 0.

Observatia aceasta se extinde cu usurintd la oricite solutii mutual ortogonale
si da nagtere urmatorului enunt expresiv: Orice directie care, deplasindu-se de-a
lungul lui C', se mentine legata rigid de directii paralele, satisface ea insagi conditia
de paralelism.

7. GEODEZICE — PROPRIETATEA LOR CARACTERISTICA IN CE PRIVESTE
DIRECTIA

E bine cunoscut ca ecuatiile geodezicelor lui V,, sint

n .
!
“‘"?“LZ{Ji }wg.x;:o (i=1,2,...,n).

Jl=1

Din ele se deduce c&, daci C e geodezica, ecuatiile (I,) admit solutia £#) = z! si
reciproc. Ca urmare: Directia unei geodezice, intr-un punct oarecare al ei, e tot-
deauna paraleld cu directia initiald; reciproc, orice curbd care se bucurd de aceastd
proprietate e geodezica.

Astfel se extinde la geodezicele unui spatiu oarecare o proprietate definitorie a
dreptelor din spatiile euclidiene. Si, in acelagi timp, e clar cd, in mod necesar, au
loc simultan conservarea directiei si proprietatea integrala de minimizare a distantei
(cealalta caracteristica definitorie a geodezicelor).

8. iNCLINAREA PE CURBA DE TRANSPORT

Meritd pusd in evidentd o combinatie lineard semnificativd a ecuatiilor (I,).
Pentru a evita dezvoltari complicate, si ne reintoarcem la formula (I) din care
provin ecuatiile diferentiale cu care, in esenta, e echivalenta. Respectiva formula
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trebuie si aiba loc pentru orice deplasare dy,,, deci pentru orice directie, apartinind

lui V;,. S& considerdm, in particular, directia tangentd la C, punind in (I) y! in

locul lui éy,. Rezulta

N
D aly, =0
i=1

care se mai poate scrie

N N
i P (i
dS al/yu - al/yll'
=1 =1

Numind % unghiul pe care il face C cu directia (a) (de al cirei paralelism ne
ocupdm) si folosind (6), obtinem relatia pe care voiam si o stabilim:

d
14 — = .
(14) 75 €08 1) = ycosx

Amintim (§1) ci v reprezintd curbura geodezici a lui C' gi x unghiul cuprins intre
(@) i normala principald a lui C (relativ la V;,). Asadar, formula (14) furnizeaza
legea dupé care variazd, de-a lungul curbei de transport C, inclinarea 1 (pe aceeasi
C) a unui fascicol de directii paralele.

Daca C' e geodezica, atunci v = 0 gi deci cosy = const., adica: directiile paralele
de-a lungul unei geodezice formeazd permanent acelagi unghi cu geodezica datd.
Acesta nu e decit un caz particular al conservarii unghiurilor puse in evidents in
§6: e suficient sa observam (ca in paragraful precedent) ca directiile unei geodezice
sint toate paralele intre ele.

Dacé C e o curbi oarecare, dar intr-un spatiu euclidian, atunci (14) se reduce la
primul grup al formulelor lui Frenet.

9. CAZUL SUPRAFETELOR OBISNUITE

Pentru n = 2, diferitele directii care pleaca dintr-un acelagi punct al lui C ramin
univoc determinate de unghiul ¢, cu conditia ca acestuia sa i se asocieze si un
dat calitativ: sensul in care, pornind din directia pozitiva a curbei C, trebuie
socotit 1. Rezultd de aici ca (dupd specificarea calitativa necesara), formula (14) e
suficientd pentru a defini univoc directiile paralele de-a lungul unei curbe generice
pe suprafatd. Se poate preciza dupd cum urmeazd: notind (¢*) normala principald
relativa (proiectie pe planul tangent la suprafatid a normalei principale a lui C), s
presupunem ci socotim 1) cdtre (¢*) (se subintelege, plecind de la directia pozitiva a
lui C, trecind prin unghiul drept pe care aceasta il formeazi cu (¢*)). Astfel inteles,
unghiul ¢ ar putea si nu fie unghiul minim dintre C gi (a) la care se refera (14), ci
acela concav care completeaza rotatia; oricum, cosinusul sau coincide, in orice caz,
cu acel cos®) care apare in (14), rezultind apoi (pentru actualul ¥) siny = cos x.

Ecuatia (14) capitd, astfel, forma simplificata

dyp
i
Ne-am ocupat deja in paragraful precedent de cazul v = 0 pentru n oarecare.
Pentru suprafete, se poate adauga ca notiunea obignuitd de paralelism geodezic
este continutd in notiunea noastra generala de paralelism. intr—adevér, curbele
geodezic paralele au drept traiectorii ortogonale curbe geodezice; deci ele se pot
numi paralele (in sensul atribuit de noi termenului) relativ la oricare dintre aceste
™

geodezice, deoarece pentru oricare dintre aceste curbe are loc 1) = § sau ¢ = 37”

(15)
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Sa parasim cazul unei geodezice C' §i sa luam un exemplu particular. Sa pre-
supunem ci e vorba de o suprafati sfericd pe care C e un cerc paralel. Directia (¢*)
intr-un punct generic e aceea a meridianului catre polul lui C. Daca A e latitudinea
(fatd de emisfera care contine polul lui C) si daca R e raza sferei, atunci

_ 1
7= Reosh’

Pe de alta parte, daca presupunem ca parcurgem cercul paralel in sensul de cregtere
a longitudinii ¢, avem

ds = Rcos Ado,

astfel cd (15) se reduce la
dp = —dg.

Deci unghiul 9 variazad uniform cu longitudinea gi descreste cu 27 la o rotatie
completa. Directia paralela uneia dinainte fixate rezulta, astfel, functie uniforma
de punctele cercului paralel.

Totusi, o asemenea uniformitate nu are loc, cu necesitate, §i pentru alte curbe
inchise: de exemplu, parcurgind perimetrul unui triunghi geodezic, ¥ suferd o
cregtere de 2m — e (e e excesul sferic). Asta se recunoaste imediat dacd se tine
seamd c3 1 ramine constant de-a lungul laturilor gi suferd in virfuri cregteri brugte
reprezentate de suplementele unghiurilor.

10. SPATII CU CURBURA CONSTANTA — OBSERVATIE ASUPRA PARALELISMULUI
LUI CLIFFORD

Vrem s# aritim ca, pentru spatiile cu curbura constanti'? (cu oricite dimen-
siuni), ecuatiile de paralelism de-a lungul unei geodezice se integreazs imediat, la fel
ca in cazul tocmai examinat al varietatilor oarecare, dar cu numai doud dimensiuni.

Sa ne referim, pentru a fixa ideile, la 0 V;, cu curbura constanta egala cu 1, ceea
ce e permis, fird a prejudicia generalitatea, ori de cite ori (ca in chestiunea analitica
de care vrem si ne ocupdm), nu e necesar si distingem intre real gi imaginar. In
consecinta, varietatea noastra V,, poate fi privitd ca o hipersferd a unui spatiu
euclidian cu n + 1 dimensiuni, reprezentatd in coordonate carteziene de ecuatia

n+1

(16) Zyﬁ =1

In acest caz este, poate, mai avantajos sa nu recurgem la coordonatele intrin-
sece ale lui V,,, imaginind atit punctele, cit si directiile ei definite cu ajutorul
elementelor care le definesc in spatiul euclidian ambiant: punctele prin coordo-
natele lor carteziene y, supuse la relatiile (16), directiile () prin cosinusurile lor
directoare o, legate, in afara de ecuatia:

n+1

(17) Z 05,2, =1,
v=1

125i in legiturs cu acest subiect se va lua in considerare nota de subsol 10.
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si de conditia de apartenentd la V;, (adicd la hiperplanul tangent):
n+1

(18) Z a,y, = 0.
v=1

Data in V), o linie geodezica C, si vedem cum trebuie si varieze a,,(s) de-a lungul
lui C pentru ca fiecare si rdmind o directie paraleld (in V). Pentru aceasta s
reludm formulele (I) din §2 si sd observam ci restrictiile (1) sint reprezentate acum
de o singurd ecuatie, anume (16). Procedeul clasic al lui Lagrange ne permite si
substituim ecuatiilor (I) pe cele explicite

(19) a:/ZIuyIH (1/21,2,...,71-'—1)7

in care p desemneaza un multiplicator a priori nedeterminat. Considerind aceste
ecuatii in sistem cu (18), rezultd definite atit « cit si pu. Ecuatia (17) e efectiv
compatibild cu (18), (19) pentru ci din acestea rezulta:

d n+1 n+1 n+1
TODCEL) SREY) et
v=1 v=1 v=1

Acestea fiind stabilite, sd reamintim c&, daci 1) este unghiul dintre («) si C, atunci
n+1
cosp =Y
v=1
gi cd (vezi §8) acest unghi ramine constant (la variatia lui s ) in virtutea ipotezei
ca C e geodezica.
Acum, daca derivam (18) si tinem seama de (19) si (16), obtinem

u+cosyp =0,
astfel ci ecuatiile (19) iau forma
a, = —cosyy,

si determinarea cosinusurilor a,u se reduce la cuadraturi. In realitate, nici de
asta nu e nevoie. E suficient sa observam intii ca pentru costy = 0, adica pentru
directiile ortogonale la C, rezultd o!, = 0, astfel ca paralelismul in V;, e caracteri-
zat de constanta unghiurilor o, gi deci coincide cu paralelismul uzual din spatiul
ambiant. Cit despre directiile neortogonale la C, se poate recurge la enuntul final al
paragrafului 6, de unde concluzia ca in V,,, conditia de paralelism consta in formarea
unor aceleagi unghiuri cu C gi cun—1 directis fize (independente) ortogonale la C
g1, bineinteles, tangente hipersferei (16).

Fie, In particular, o V3. Comportamentul tocmai pus in evidenta al directiilor
paralele care pleaca ortogonal de pe o geodezica C face vizibil faptul ca nu e nici o
legatura cu paralelismul lui Clifford. intr—adevér, daci se considers oo! geodezice
pornind de pe o geodezicd C, paralele in sensul lui Clifford, acestea rezultd cu
siguranti normale la C, dar tangentele lor nu sint paralele in spatiul ambiant!?.

L3pentru a justifica aceastd afirmatie se poate rationa dupd cum urmeazi. Reamintim intii
(cf. L. Bianchi, loc. cit. 1), pag. 46) ci geodezicele care formeazi o congruentd Clifford sint
reprezentate parametric de formule de tipul
(1) Yy = aQy coss+sinsZ§:1 Cuplp (v=1,2,3,4),

unde parametrul s se identificd cu arcul, coeficientii constanti c,,, caracteristici congruentei,
satisfac dubla conditie de semisimetrie (cyp + cp» = 0) si de ortogonalitate; a, (valorile initiale
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11. REDUCEREA ECUATIILOR DE PARALELISM LA TIPUL SEMISIMETRIC

Sistemul diferential (I,) admite (cf. §6) o integrald patraticd. Asta ne permite
si afirmam™ c3 e posibil, dupi o transformare linears convenabild a necunoscutelor
sa reducem sistemul la forma semisimetrica:

dzh -
II — = =1,2,... .
(I1) ds kzlphkzk (h > 4y ;M)

caracterizata de relatiile
(20) Phk +Prh =0 (h=1,2,...,n).

intre coeficienti (care, altfel, sint presupusi functii oarecare de s). Pentru aceasta
e suficient ca transformarea lineard intre £(9 si z;, si aduca integrala pitratics la

forma canonica:
4
2 _
E 2 = const.
h=1

Concret, punind in evidentd si aspectul geometric al transformarii, trebuie si
procedam dupa cum urmeaza.

Sa presupunem ca din fiecare punct P al lui C pleaca, arbitrar, n — 1 directii
care, impreund cu cea a lui C, constituie un n-uplu ortogonal . Facind sa cores-
punda aceste directii numerelor 1,2,...,n — 1, sd indicam cu )\5:), (i=1,2,...,n)
parametrii corespunzitori celei de pe pozitia h, adica sistemul de coordonate con-
travariant si cu Aj;; momentele (sistemul de coordonate covariant). Pentru unifor-
mitatea notatiei, vom atribui inicele n directiei lui C, care completeaza n-uplul si
vom pune corespunzator:

n

(21) x; = /\(ni); Zaijxs' = /\n/i (h,k=1,2,...,n).
j=1

ale lui vy, ) sint legate de ecuatia (16), dar variazd (in toate modurile posibile) de la o geodezicd
la alta a congruentei. S& multiplicim (1) cu ¢y, si sd sumdm dupd v de la 1 la 4. Tinind cont de
identitatile

4 4
chc,,p =— chcp,, =—eup (M,p=1,2,3,4; eup = 0dacipu # psi = 1dacd p = p),
p=1 p=1

se obtine imediat (schimbind in calculul ficut y in v gi v in p)
(2) 2;4,:1 CupYp = COS S Zﬁ:l Cuplp — Gy SID S (v =1,2,3,4).
Cosinusurile directoare ale unei curbe oarecare (1) (intr-un punct generic al sdu) sint evident
reprezentate de derivatele lui %, in raport cu arcul:
4
Y, = —aysins+coss » _ cupap

p=1
care, in virtutea ecuatiilor (2), se pot exprima in functie de coordonatele y, (ale punctului din
care pleacd respectiva geodezicd a congruentei) sub forma:

4
Yo = Cuplp, (v =1,2,3,4).
p=1

Cum determinantul lui ¢,, nu se anuleazd (valoarea sa absolutd e 1), la doud puncte distincte nu

pot corespunde niciodatd aceleasi cosinusuri. E exclusa, deci, existenta unei curbe C din ale carei

toate puncte sd plece, sub aceeasi directie, geodezice ale unei congruente Clifford. C.c.t.d.
14¢f., de ex., Darboux, loc. cit. 6).
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In consecinti, vor fi valabile relatiile caracteristice ale n-uplelor ortogonale:
n .
(22) Z/\h/iki’) = Ehk (h,k=1,2,...,n)
i=1

cu semnificatia obignuita a lui ey (0 pentru h # k, 1 pentru h = k).
Vom considera i, prin ea, diferitele A, functii cunoscute de s (la fel ca x;, z}).
Cu aceste presupuneri, iatd cum se expliciteazd transformarea lineard dorit.
Se iau ca elemente determinante ale directiilor paralele, in locul parametrilor (%)
(sau al elementelor reciproce &;), cosinusurile z;, ale unghiurilor care se formeaza in

fiecare punct cu directiile n-uplei. Identitatea geometrica
n
S
h=1

ne asigurd ci se ajunge la un sistem transformat semisimetric. Sa dezvoltam gi
calculul pentru a gasi expresia explicita a coeficientilor pp.-

Noile necunoscute z, sint, prin definitie, legate de £, respectiv de & prin
ecuatiile:

(234) Zh = Zg(i)Ah/i;
i=1

(235) 2= &) (i=1,2,...,n).
i=1

Tinind cont de relatiile (22), acestea se pot reduce, respectiv, la formele:

(242) €0 =3z,
k=1
(245) &= sz/\k/i (i=1,2,...,n).
k=1

Sa derivam (23,) in raport cu s, luind in considerare si (I,) (in care, datoritd lui

21), vom scrie )\sf ) in loc de 2, si inlocuind in membrii ai doilea (dupa ce vom fi
J

derivat), cantititile £ (sau £1) cu valorile (24,). Daci, pentru a scurta, punem

(2511) Dhk sz—hs/)‘gc) - Z {JZ }A%])AS)Ah/z (hak: 1,2,...,”),
i=1 ijl=1

ajungem, evident, la formulele (IT). Valorile (25,) ale ceficientilor nu pun, totusi,
direct in evidenta, caracterul semisimetric care, datorita precedentelor observatii,
le e in mod necesar propriu. L-am putea deriva folosind transforméiri materiale,
tinind seami de (22) i de structura simbolilor lui Christoffel. Dar verificarea se
face mai comod observind ca aceleasi ecuatii diferentiale in z, la care am ajuns
mai Inainte, trebuie si se poata obtine operind cu acelagi criteriu, dar nu asupra
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formulelor (23,), (24,), (I,), ci asupra echivalentelor lor (23;), (243), (I). Calculul
efectuat astfel furnizeaza urmatoarele noi expresii pentru coeficientii ppy:

(255) phk=zd—’s’/\§c’ -y { l]}Aﬁka/,Ag’ (hk=1,2,...,n).

i=1 ijl=1

Anuntata demonstratie formald rezultd din compararea formulelor (25,) si (25).

Intr-adevir, adunind expresia lui ppy, datd de (25,) cu cea a lui puy dati de (25;),
cele doud }_,; se elimind identic (aga cum se constatd schimbind intr-una dintre
ele indicii 4 i [ intre ei), gi rdmine:

_ N Py AN
Drk +pkh_izz1( Is Ayl + s /i),

care se anuleaz3 in virtutea formulelor (22).

Sistemul linear (IT) cu determinant strimb e o generalizare evidenta a celui pe
care-] intilnim in cinematica corpurilor rigide pentru a determina miscarea axe-
lor solidului, atunci cind se da viteza unghiulara. Pentru teoria acestor sisteme
diferentiale, trimitem la lucririle deja citate in introducere (notele ) la, 7). Vrem,
totugi, sd punem in evidentd citeva proprietati elementare ale lor.

1° Efectuind asupra necunoscutelor z; o substitutie ortogonald arbitrara (dar cu
coeficienti depinzind de s), sistemul transformat ramine de aceeasi forma. Demon-
stratia rezultd imediat din observatia cd integrala pdtraticd ) ; , z7 =const. (a
carei existentd caracterizeazd sistemele semisimetrice (I7)) nu-si schimba forma
cind zj, sint supuse unor transformari ortogonale.

2° Daca C e geodezica, ecuatiile de paralelism (I,) sint satisficute (cf. §7) de
citre £ = gl = AD gi, prin urmare, (datoritd lui (22) si (23,)), ecuatiile (1) sint
satisfacute de

(26) zn=0 (h=1,2,...,.n—1), z,=1.

De unde rezulta

(27) P =0 (h=1,2,...,n—1),

pentru orice valoare a lui s. Reciproc, dacd au loc (27), ecuatiile (1) admit solutia
(26), iar C e geodezica.

3° Tot in ipoteza cd C e geodezica, reducerea sistemului (II) atunci cind se
cunoagte solutia particularad (26) e, ca si spunem aga, automati. intr—adevér, in
virtutea ecuatiilor (27), in primele n—1 ecuatii (1) nu apare z,, iar a n-a se reduce
la dz,/ds = 0.

4° Oricare ar fi C', daca se cunosc m directii paralele independente, adica m solutii
independente ale ecuatiilor originale (I,,), se gtie din teoria generald a sistemelor
lineare ca e posibila o reducere cu m unitati. Vrem sa aratam ca gi aici se ajunge
foarte simplu la reducerea efectiva. Siiata cum.

Se incepe (profitind de observatia final din §6) cu normalizarea celor m solutii
cunoscute, deducind un numir egal de solutii mutual ortogonale (ceea ce se face
cu operatiuni rationale). Ne imagindm apoi cd substituim enuplului originar de
directii Q asociat oricirui punct al lui C' (care contine directia lui C si alte n — 1
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ortogonale la ea), un alt enuplu ortogonal Q*, in care figureaza cele m directii ale
noastre furnizate de ortogonalizarea solutiilor cunoscute.

Cosinusurile directoare z; (ale unei directii oarecare) fata de Q* sint legate de
cosinusurile directoare zj, referitoare la €2, printr-o substitutie ortogonala. Sistemul
(I1), transformat in z; (ceea ce conserva tipul semisimetric), admite astfel, prin
constructie, m solutii distincte de tipul: n — 1 dintre 2* nule §i a n-a egald cu
unitatea. Cu aceasta presupunere pentru cele m solutii despre care e vorba, fie ele

22 15y Zm my1, S€ Observa imediat ca fiecare ppy, trebuie sd se anuleze pentru

h=1,2,...,n—m, k=n—-m+1n—m+2,...,n,

astfel cd primele n — m ecuatii transformate constituie un sistem redus (tot de tip
semisimetric) continind numai necunoascutele 2§, 23, ..., 25 _ ., C.C.T.D.
12. SPATII CU TREI DIMENSIUNI
Pentru n = 3, sistemul (I7) e exact cel de care depinde teoria triedrului mobil®®:
nu trebuie decit sa punem in evidenta cealalta interpretare a rezultatelor, relativ la
paralelismul intr-o V3, de-a lungul unei curbe C' date. Sa ne restringem la cazul, mai
simplu, in care C' e geodezica. Conform observatiei a 3-a din paragraful precedent,
sistemul diferential (IT) in 21, 22, 23 se reduce in acest caz (cu z3 =const., asociat)

la sistemul binar

le - de -

ds P1222, s Pp2121.
O datd cu relatia pio + p2;1 = 0 avem si integrala 22 + 22 =const; desemnind
constanta cu r2, putem pune, corespunzitor, z; = rcos(, 2o = rsin(, de unde se
obtine o singura ecuatie in (
%=p (p = —p12 = pa1).
Dupa cum se vede, ajungem la o simpla cuadratura.

13. LEGATURA CANTITATILOR ppr CU COEFICIENTII DE ROTATIE AI LUI RICCI

Sa presupunem cd C face parte dintr-o congruentd (fixatd, dar arbitrard) de
curbe in V,. In aceast ipotezs, A gi, deci, A, i pot fi privite ca functii de
x1,%2,- - -, T, care se reduc, de-a lungul lui C, folosind (3), la functiile de s conside-
rate anterior (§11).

Sa ne imaginam ca asociem acestei congruente, din care face parte C, alte n — 1
curbe, astfel incit sd constituie un enuplu ortogonal, singura conditie fiind sa se
identifice cu  in punctele lui C. Si fie )\,(c’)(xl,mz,...,xk), Apyi(T1, 29, ..., 2k)
respectivele sisteme de coordonate contravariante gi covariante.

Astfel, de-a lungul lui C' vom avea

dAn i °L Onyi o = i M/\(j)
ds ox; 7 4= Qdxz; "’
1 j=1

Jj=
iar (25,) (in care, in al doilea termen, schimbam intre ei indicii 7 si [) se poate scrie

AN ) VTN
- AD)\G) | EAR/E A
DPhk Z k \n amj 1:21 I k/1

i,j=1

15¢, Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces, 2¢ édition, t. I (Paris, Gauthier-
Villars, 1914), Chap. II, pp. 27-41.
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In cantitatea din parantezi recunoagtem derivata covarianti!S X ;;, astfel c,
reamintindu-ne formulele care definesc coeficientii de rotatie,

Vhkn = Msig AN,
i=1
ajungem la concluzia ca

Phk = Yhkn, (h7k=1727"'7n)'

Acum, se gtie cd, in calitate de coeficient de rotatie, ypr,ds admite urmatoarea
interpretare: Cind originea enuplului 2 se deplaseaza cu ds de-a lungul lui C,
trecind de la un punct generic P intr-un punct foarte apropiat P’, directia h'7 in
P' nu ramine, in general, ortogonald directiei k corespunzitoare din punctul P, ci
formeaza cu ea unghiul § — yrgnds.

Aceeagi interpretare o capata, deci, §i prrds astfel cid recunoagtem in sistemele
(II), si sub acest aspect geometric, generalizarea teoriei elementare a triedrului
mobil.

14. VARIETATI CU O CONGRUENTA DE CURBE PARALELE RELATIV LA O
TRANSVERSALA OARECARE

Fie &(x1,%2,...,2,) sistemul de coordonate covariante al unei congruente de
curbe in V,,. Sa presupunem ci liniile curbe ale acestei congruente sint oriunde pa-
ralele, adici satisfac conditiile de paralelism de-a lungul oricirei curbe C. Alegind,
in particular, drept C o linie din congruenta, vedem ca aceasta trebuie sa fie formata
din geodezice (§7). In general, totul se reduce la exprimarea faptului ca ecuatiile de
paralelism (in oricare din formele pe care le-am dat), de exemplu (), sint verificate
in orice punct din V;,'® si pentru orice directie 2. De unde, explicitind cantitatile

4 (1) se scriu

ds’
Z" | 96 Z" ij .
j:1x.7 61'_7 {l}fl 0 (Z 34 7”)7

=1

&; trebuind s3 verifice ecuatiile in numar de n?

=1

care exprimd anularea identica a sistemului covariant &;;, primul derivat al sistemu-
Din (28) rezulta, in particular,

06 _ 04

6.7?]' aa:,' ’

16Cf. Ricci si Levi-Civita, loc. cit. 1).

17 Adic¥ directia definitd de parametrii )\,(j) (sau de momentele A /;).

18g¢ intelege, de obicei, din acea parte a lui Vj, luata in consideratie, in care sint presupuse
satisfadcute limitarile calitative necesare.
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de unde se vede ci &; sint derivatele unei aceleiagi functii F. Astfel ci (13), ori,
eventual, ecuatia echivalentd

n
> aag =1,
i,j=1
devine
AF =1 (A parametru diferential de 1-ul ordin),
dovedindu-ne c& hipersuprafetele F' =const. (ale ciror traiectorii ortogonale sint

curbele congruentei noastre) sint geodezic paralele.
Saludm, pentru simplitate, functia F' drept coordonatd z,, asociindu-i drept

coordonate x1,x2,...,Z,—1, cele n — 1 integrale independente ale ecuatiei
V(z,,0) =0 (V parametru diferential mixt),
astfel cd hipersuprafetele coordonate 2, =const. (h = 1,2,...,n—1) sint ortogonale
pe cele cu z,, =const. Vom avea agadar
(29) a™ =0 (j=1,2,...,n—1), am) =1,
ca gi
£ =0 G=12,...,n-1), & =1,

iar ecuatiile (28) se vor reduce la

{ij}zo (j=1,2,...,n),

n

sau inca, tinind seama de identitatea

.. n
t)
]
h=1
si de ecuatiile (29), la urmatoarele:
aijn =0 (G=1,2,...,n).

Daca observam cd ecuatiile (29) sint echivalente cu cele analoage relativ la ele-
mentele reciproce:

(29" an; =0 G=12,...,n-1), Gnn =1,

si ne aducem aminte ca

Qijn = % (6% 4 Ons _ 6%) ;

rezulta, in definitiv,

Oa;;
28/ J = ,j=1,2,...,n—1).
(28) M =0 (i=12en-])
Ecuatiile (29) si (28') arata c& ds® capdta forma
(30) dz? + do?,

unde cu do? am notat pitratul unui element linear arbitrar in cele n — 1 variabile
Z1,%2,---,%,_1 (cu coeficienti independenti de x,,).
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Deoarece!® forma (30) e caracteristicd varietitilor care admit o infinitate simpla
de suprafete geodezice®?, recunoastem astfel c3 cele doud proprietdti ale unei va-
rietdti V,,, de a admite oo suprafete geodezice si de a contine o congruentd cu
paralelism complet, au loc intotdeauna simultan.

15. DIFERENTIALE DE ORDINUL AL 2-LEA — DETERMINARI INVARIANTE — LEMA
LUI Riccl

Intr-o cercetare data, fie fixate variabilele independente, de exemplu x;, Zo, . . ., Tp-
Dupa cum se stie de la analiza, avem intotdeauna dreptul sa consideram nule
diferentialele secunde d?z1, d?z>, . .., d>z,. Dar o asemenea conventie nu are carac-
ter invariant relativ la schimbdrile de variabile. Intr-adevir, dacs inlocuim z;-urile
cu n combinatii independente ale lor z! (.7:1, Z2,...,%n), diferentialele secunde

Z 83:,(9 ld:v]d:vl

(calculate in baza ipotezei dx; = 0) rezultd, In general, diferite de zero.

Daca variabilelor li se asociaza o forma diferentiald patraticd, si ne gindim,
de exemplu, la metrica unei V,, (cu notatiile din §§ precedente), o caracterizare
invariant3 devine foarte la indemind. E suficient si presupunem d?z; (nenuli, dar)
definiti dupa cum urmeaza:

x,—i—Z{ }dxjdwl—o (i=1,2,...,n).

Jil=1

Din ecuatiile geodezicelor (§7), inmultite cu ds?, se vede ci asemenea d2z; corespund
variabilelor de-a lungul geodezicei izvorite din punctul generic (z1,z2,...,%,) in
directia, de asemenea genericd, (dzy,dzs,...,dz,). Aceastd interpretare geome-
trica asigura a priori doritul caracter invariant al conventiei mai sus mentionate,
fara a mai fi necesarad o verificare materiala, care, de altfel, poate fi facutd intr-o
manierd evidenta.

La fel in ce privegte suprapunerea a doud sisteme independente de cregteri dz; si
dx;. S-ar putea pune déx; = ddz; = 0, dar, in timp ce comutarea cregterilor d si §
are, cum lesne se vede, caracter invariant, nu la fel se intimpl4 cu pozitiile déz; = 0.
Le vom inlocui cu

(31) doz; + Z { }dx,ax, =0,

7l=1
care implica
(31') déa:, = 5d.’l;'z,

si contin drept caz particular, pentru d = §, precedentele expresii ale lui d?z;.
Invarianta ecuatiilor (31) la schimbari de variabild se poate deduce aici gi din
interpretarea geometrici. E de-ajuns si observiam ci, punind éz; = £ (cu e
constanta infinitezimald), (31) se identificd cu (I,), astfel ca exprimé felul in care
trebuie si se modifice dz; in urma deplasarii (dz1,dzs,...,dz,), pentru a defini

¢t J. Hadamard, Sur les éléments linéaires d plusieurs dimensions, Bulletin des Sciences
Mathémathiques, t. XXV (1901), pp. 37-40.

203e numesc suprafete geodezice acele (eventuale) varietdti cu n — 1 dimensiuni imersate intr-o
Vn, care contin in intregime geodezica lui V;, care conjugd doud puncte arbitrare ale lor.
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directii paralele intre ele. In afara unei verificiri directe, aceastd proprietate de
invariantd se poate proba cu un elegant artificiu formal indicat de Riemann?! gi
explicitat de Weber??

Din (31), tinind seami ca

dai 1 1 jk
daix = - Wjdxj = 52(611],19 + ajk,i)dz; = 3 Z:: [ { } = alz‘{ ! H dz;,

rezulta identic

(32) d z aikéwhéwk = 0,

ik=1

ca gi

n
d Z aikda:hdxk =0.
ik=1
Aceste relatii sint echivalente cu binecunoscutul rezultat de calcul diferential absolut
ca sistemul derivat covariant al coeficientilor a;, ai formei fundamentale se anuleaza
identic (lema lui Ricci).

16. DIFERENTIALE DE ORDIN SUPERIOR. UN INVARIANT CARE REZUMA
SIMBOLURILE LUI RIEMANN, FURNIZINDU-LE INTR-UN MOD MAI DIRECT
EXPRESIA EXPLICITA

In urma aplicrii repetate a formulelor (31), r¥min, cu sigurant, definite (in
functie de diferentialele prime, de simbolurile lui Christoffel si de derivatele lor) si
diferentiale superioare de tipul d'ddz;, dd'dz;, simbolul d’ trebuind tratat in acelasi
mod cu d si §.

Nu se poate afirma cd d'ddz; coincide cu dd'dx;, dimpotriva, un calcul efectiv
aratd ca lucrurile nu stau aga. Diferentele

(33) o) = d'édx; — 6d'dx;

poseda, totusi, remarcabila proprietate de a constitui un sistem covariant.

Pentru demonstratie, si consideram un sistem covariant auxiliar p;, constituit
din n functii de = (fird interventia diferentialelor) gi s& pornim prin a observa ci
(intrucit sistemul p; e presupus covariant)

n
Z pidz;
i1

e un invariant. Invariantd e deci (pentru ca si operatorii d' gi § sint invarianti) si
diferenta

G=d6) pidei—5d Y pide; =d Yy (Spida;+pidde;) =8y (d'pida; +pid das).

i=1 i=1 i=1 i=1
Dezvoltind si tinind seam ci, datorita lui (31'),
d'ép; = dd'p;,

21], ¢. 2), p. 381.
22, ¢. 2), p. 388.
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se obtine
n n
G= Zpi(d'édm,- —éd'dx;) = Zpiu('),
=1 i=1

de unde se vede cisi > i, p;u'? e un invariant. Din aceastd invarianti si din faptul
ca p; sint arbitrare (sint functii de z, supuse numai conditiei de a se transforma dupa
o lege covariantd atunci cind se face o schimbare de variabild), rezultd contravarianta
sistemului (¥ definit de (33).

Asadar rezultd invariant

aiku(’) 6I.Z'k ;

.

(34) I=

o~
Il

i,k=1

unde 0’z reprezintd un sistem arbitrar de cregteri ale variabilelor.
Cum din (31) urmeaza

d'éde; = —d' Y {Jil}dxjaxj

jil=1

R
n O ; n jl
= — Z dl.’Ehdﬂfj(SJEl — Z { ; }(d’d:zsj&cl +d.'lfjdl(5.'lfl),

7l,h=1 6$h g l=1
od'dr; = -6 { ; }dwjd'xj
j,l=1

L
n o 047, no
- Z 8;z:h dzpdz;dz — Z {]i }(5dmjd':vl + dz;0d' ),

sh=1 7l=1

~

B

prin scidere (dupd ce am schimbat pe h cu [ in prima sum3) se ajunge la

u'D = d'6dz; — 6d'dz;

'l .
3 6{]1' } B{Ji } " (il
= - d' — ! oo . _ gt
=2 | % o | desdiom, = { i }(d duj5z) — Sda;d'my).
Jilh=1 Ji=1
Tot din (31) rezulta

n

ht " (ht
d'dz; = — Z { j }d;chd':ct, ddz; = — Z { j }d:vhdarl,

h,t=1 h,t=1
astfel ca, schimbind indicii in aga fel incit sa ajungem la factorul comun dz;d'z;0zp,
ajungem la

n

s {jiz} (A daybm—tdayda) = S deydabeny [ {tih} {jtl} ) {thl} {jth}],

n
=1 3l,h=1 t=1
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si obtinem, in fine

(35) ud = Z dz;d'z 6z {ji,lh},
jlh=1
unde am notat

=" 2Lk g omon

t=1

simbolurile lui Riemann de a 2-a speta.
Sa trecem la cele de prima spetd punind

(37) ajkan = Y air{ji, lh},

i=1

expresia (34) a lui (I) devine, datorita lui (35)

34 I= aipndxid z; 0z ),
ik, lh O
k=1

si pune direct in evidentd caracterul covariant al simbolurilor (37). Dacd nu ma
ingel, acesta e modul cel mai rapid pentru a ajunge aici. Cit despre proprietitile
acestor simboluri, cuprinse in formulele

Qjkih = —0jk,hi>
Qjklh = Olh,jk,

nu mai ramine decit sa ne referim la modul obignuit de a le trata, obtinindu-le
(prima imediat, a doua cu citeva transformari) din formulele de definitie.

Trebuie in schimb sa ne indreptam atentia asupra interpretarii geometrice a
invariantului I in cazul deosebit de important in care diferentialele independente
se reduc la doud, atunci cind d’' coincide cu d i §' cu 4.

17. PARALELOGRAMOIZI — BAZA $1 SUPRABAZA. DEZVOLTAREA
COORDONATELOR VIRFURILOR PLECIND DE LA BAZA

Fie PQ un arc generic de geodezica pe varietatea vnoastra V. Sa ne imaginim
ca din punctele P gi () pleaca alte doua geodezice in directii paralele. Ele formeaza
(88) cu PQ un acelagi unghi 1. Consideram, pe aceste geodezice, doud arce egale

PP' =QQ' =ds,

si unim P’ si Q' cu un arc de geodezicd. Se obtine astfel un patrulater geodezic pe
care-1 vom numi paralelogramoid, desemnind laturile opuse PQ si P'Q’ drept bazd
si suprabaza.
Vom nota cu mgp), xEQ), :cgpl), mEQI) coordonatele virfurilor P, @, P', @', cu
}(;", 58) parametrii de directie ai celor doua geodezice paralele in punctele lor de

j 1 j 1
origine, cu {J, } , {J_ } valorile coeficientilor lui Christoffel in aceleasi puncte.
i)p Lilg
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Din ecuatiile geodezicelor, neglijind termenii de ordin superior lui 2 in ds, avem

A =l v ase) - L 3 1) e

(38) pl= s E
’ i ]_ n ] l ] .
o) = (¥ +ds) - Sds” Y- {]i } e (i=1,2,...,n)
jl=1 Q
Sa notdm cu dz; diferentele xEQ) —xgp) si, in general, cu & f variatia determinrii

oricarui element f (numeric sau geometric) f care trece din P in (). Din (38),
obtinem prin scadere

@) _ (P _ s @ _Loasx~ (30 )0
x; z; ) = dz; +dsdé 2ds62{i aals

Jl=1

Cum, prin chiar constructia lui, ds nu se schimba la trecerea din P in (), atunci,
considerindu-1 in continuare infinitezimal si punind, pentru simplitate,

da; = €9 ds,
tinind seam4 i de (31) cu § = d, mai putem scrie:
39 Dzx; = w(.Q’) — w(.Pl) = 6x; + odx; + L6d%x; i=1,2,...,n).
[ 2 2

Se vede de aici ci diferentele Dz; ale coordonatelor omoloage ale punctelor P’
gi Q' sint (cu aproximatia conveniti relativ la ds) de ordinul intii fatd de variatia
d: cu alte cuvinte, indicind cu ds arcul PQ) si tratindu-1 ca pe o infinitezimals
(independent de ds), diferentele Dz; rezultd de asemenea infinitezimale de primul
ordin (cel putin) fatd de ds. Asadar, ecuatiile (39) furnizeaza o expresie care e
exacta:

pind la ordinul ol doilea fatd de ds;

pind la ordinul intii fatd de ds.

Din semnificatia simbolurilor d si ¢ care apar in (39), rezulta imediat ca, aseme-
nea lui d2, si dd, dd? se expliciteaza conform lui (31). Si e aproape inutil si mai
spunem ci, in toate calculele facute, toate functiile de pozitie se refera la punctul P.

18. LUNGIMEA SUPRABAZEI. — CURBURA

Sa reprezentam prin a}, coeficientii patratului elementului linear in P’. In vir-

tutea comportamentului deja observat al lui Dz;, putem privi
n

(40) al, Dx; Dy,
i,k=1
ca expresie a pdatratului distantei P'Q' 2, neglijind termenii de ordin superior lui 2,
fie in ds, fie in ds.

Meritd sa mentiondm (cu aceeasi aproximatie) si valorile lui a}, in punctul P. E
suficient, pentru asta, si dezvoltam de-a lungul geodezicei PP’, neglijind termenii
in ds®. O si avem

(41) a;k = a;, +da; + %dzaik.
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Un transport analog se poate pune in evidenta pe o Dz; generica, adaugind si
scizind termenul $d?z; (si amintindu-ne ci ddz; = déz;). Astfel, ecuatiile (39)
devin

(39" Dz; = D'éz; — 0@,

unde

(42) D'éx; = dx; + dox; + %dzdz‘i,

(43) v = dédz; — 6d2x;, (i=1,2,...,n).

Dupi cum se vede, v(? sint de ordinul al treilea (al doilea in ds, primul in §s).
Astfel ci substituirea lor efectivd in (40), neglijind termenii de ordin (total) mai
mare decit patru, furnizeaza

n n
P'Q'? = Z ay, D'6x;D'6xy, — Z al ' D' §xy,.
k=1 i,k=1

Conform ecuatiilor (41), (42), si cu aceeagi aproximatie, prima sumé se poate pune
sub forma

8s + dos® + %d25s2,
unde
(582 = m2 = Z aikémi(ka,
i k=1

iar a doua suma se reduce la
n
J = E aikv(z)&ck.
ik=1

Acum, ca urmare a lui (33), dds? se anuleazi identic; la fel se intimpla, asadar,
gi cu d?6s2. Astfel c3 rdminem cu

(44) PI—Q2:m2_J7

dar rédmine si-i atribuim lui J expresia sa definitiva. Aceasta rezultd din faptul ca,
datoritd lui (43), J poate fi considerat ca un caz particular al invariantului I definit
de (34): e suficient si luam d' egal cu d ¢i §' cu §. Astfel ci din (34') urmeazi

n
(45) J = Z ajk,lhd:cjdxléxhéxk.
J.l,h, k=1

Sintem acum in masura sa furnizam o caracterizare intrinseca a curburii sub
urmatoarea forma geometrica:
Fie construit in V,, paralelogramoidul infinitezimal PQP'Q’'. Facem raportul

PQ: - PQ?

(46) K= (dsdssin))?
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dintre diferenta pdtratelor bazei si suprabazei i patratul ariei paralelogramoidului®®.
Asadar, datoritd lui (44), acest raport

S
(dsds sin)?

constituie curbura riemanniand o lui V, in P in functie de inclinarea paralelo-
gramoidului. Coincidenta cu expresia obignuitd** rezultd din (45).

O datd recunoscut K ca depinzind numai de punctul P si de inclinare, din (46)
deriva urmatorul corolar: Toti paralelogramoizii echivalenti care stau pe aceeasi
bazi (si au aceeasi inclinare) au suprabaze de lungime egali.

Ag vrea si mai mentionez, din punct de vedere sistematic, ci, dincolo de a fi
stabilit o noud proprietate a curburii riemanniene, procedeul pe care l-am descris
prezinta fata de tratarea obignuitd gi avantajul de a evita anumite dezvoltari for-
male. intr—adevér, de obicei se definegte curbura lui V5 in unul dintre modurile puse
in evidenta de Gauss; apoi se trece la V,, facind sa apara V5-urile formate de geodez-
icele cu o aceeagi Inclinare. E, deci, necesar, un calcul destul de complicat pentru
a recunoaste ca expresia curburii riemanniene a acestor Va-uri e datd de (47).

Daci, in schimb, se adoptad pentru K definitia geometrica (46), pe de o parte
reiese mai expresiva traducerea analitici ducind la (47). Iar pe de altd parte, aceeasi
definitie fiind valabila si pentru n = 2, apare cu claritate ca valoarea curburii lui
V, dedusa dintr-un paralelogramoid generic coincide cu aceea a unei V5 arbitrare
care (la limita) contine respectivul paralelogramoid.

(47) K=

NOTA CRITICA

Am aratat deja in §15 ci expresiile (31)

n . l
déx; + {J, }dw 0z =0
ale diferentialelor de ordinul al doilea nu difera de cele la care se ajunge explicitind
definitia corespunzatoare a lui Riemann.
Din acelasi paragraf mai rezulta si ca, folosind aceste expresii ale diferentialelor
secunde, avem identitatea (lema lui Ricci):

(48) dds? = dés? = d® = §® =0,
unde
n
¢ = Z a,-kda:iéack,
i,k=1
iar ds?, §s2, inseamn3, cum bine se intelege,
n n
airdz;dzy, Z ik 6T;0Tk,
i,k=1 i,k=1

respectiv.

Aga stind lucrurile, nu mai pare ambigua semnificatia de atribuit trinomului

considerat de Riemann
R = 6%ds® — 2d6® + d?5s?,

23Mai precis, al oricdrei portiuni de suprafatd cu doud dimensiuni al cdrei contur e paralelo-
gramoidul si care tinde la zero o data cu el.
241,. Bianchi, loc. cit. 1), pp. 341-342.
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iar o asemenea semnificatie, datorita lui (48), implicd in mod necesar R = 0.

In schimb, Riemann afirmi?®: “Haec expressio (adicd R) invenietur =J (avind
J valoarea (45)). Weber, in lamuririle sale, se opregte indelung asupra modului de
a introduce diferentialele secunde?®, dar, dupa ce le-a obtinut expresia explicits,
spune doar®”: “woraus man leicht den Ausdruck erhilt R = J”.

Probabil ca in R-ul lui Riemann e numai vreun viciu de scriitura care 1i incetogeaza
semnificatia. Sint mindru ca am reconstruit aceastd semnificatie, dar n-am putut
sa-i modific simbolul. Daca lucrul se poate face, ar fi bine sa se dea credit deplin,
si in aceasta chestiune particulara, geniului lui Riemann.

Voi termina cu o observatie despre calculul curburii in anumite variabile speciale,
indicat de Riemann?® gi dezvoltat de Weber?®. Dar iatd despre ce e vorba.

Sa alegem coordonate z1, x2, . . . , Ty astfel ca, intr-un punct P fizat, sa se anuleze

l
toate simbolurile {Ji } (lucru posibil intotdeauna, dupd cum foarte bine explicd

Weber). Fie doud sisteme independente de diferentiale dz;, dz;, considerind nule
toate diferentialele secunde d?z;, déz;, édx;, §%x;. S& notim cu P’ si Q punctele
de coordonate z; + dz;, ; + 6x;; si cu ay,, coeficientii patratului elementului linear
in P'. In particular, s§ punem

n
(65*)pr = Z a} 0Tz,
hyk=1
gi sd aplicdm lui o' dezvoltarea Taylor relativ la cregterile d, pind la ordinul al doilea
inclusiv. Cu aceastd aproximatie avem

1 " 82ahk
0s)pr =052 + = ——F—dz;dr;0xp0x
( )P 9 Z 8(5.7 8.’L’l jaLOLpOLE,
h,k,j,1=1
0s? i derivatele secunde referindu-se, evident, la P. Asa cum aratd Weber, din
felul cum au fost alese variabilele, au loc relatii speciale intre derivatele secunde ale
lui apy, in P. Tinind cont de ele, cu citeva transformari, gasim

1 - 1 62ahk 82(1 il 82ah j 62akl
2 _ 2, - - J _ J
@)p =03 3. 5 [83:]-8:51 0undzy  Owkdm | znds;

3 dx;dri0xp 0T ).
hyk,gid=1
Suma poate fi privitd drept expresia pe care, in baza formulei (45), o ia —1I, cind

se particularizeaza ca mai sus variabilele x.

De unde, tinind seama de (47), obtinem

(6s?)pr —0s® 1

(dsdssinep)2 377

pe care Riemann, in pasajul citat, o enunta in cuvinte (multiplicind ambii membri
cu 4, pentru a pune in evidentd la numitor aria triunghiului PP'Q).

(49)

25].c. 2), p. 381.
26 Ad3ugind, fird nici o justificare, conditiile suplimentare
d?8s% = §6%ds? = —2dé®.
Conform lui (48) (si dacd formulele trebuie citite asa cum sint efectiv scrise) totul se anuleaza.
TLc. 2 388
.c. %), p. .
28].c. 2), p. 261.
291.¢.2), p. 384-387.
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Ajung in fine la observatia mea.
Sa notdm @' extremitatea elementului linear (0s)pr (corespunzitor cregterilor
0x;). Acum (49) se scrie
PPt _ 1.
(dsdssiny)2 37
in timp ce (46) (cu semn schimbat) furnizeaza,
P'Q'? - PQ*?
(dsdssinip)?

Membrii din dreapta stau, dupa cum se vede, in raportul 1 la 3. In mod evident,
necoincidenta lor se datoregte faptului ca punctul Q' (al patrulea virf al paralelogra-
moidului), la care se ajunge prin procedeul invariant, e perfect distinct de punctul
@* al lui Riemann, definit analitic in functie de nigte variabile speciale.

Pentru a localiza diferenta dintre formule, e util sd exprimam gi procedeul nostru
la variabilele speciale ale lui Riemann (aga cum e, In mod natural permis, dat fiind
caracterul invariant). Atunci (31) dau in punctul P

d’z; = dox; = ddx; = 6%z = 0;

dar nu rezulta de aici ca in acel punct trebuie sd se anuleze gi diferentialele supe-
rioare, ca dd’z;, d®6x; etc. In schimb, calculul lui Riemann se bazeaza pe ipoteza
ca se anuleaza toate diferentialele de ordin superior lui 1: ipoteza legitima gi ea, dar
nu dotatd cu un caracter invariant (la schimbiri de variabile). Asa cd nu trebuie
sa ne surprinda faptul ca rezultatele diferd; vom observa mai curind intimplatoarea
analogie a formulelor (49') si (46'), ai ciror membri drepti diferd numai printr-un
factor numeric.

(49)

(46') -K

Padova, noiembrie 1916.
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