ASUPRA TIPOTEZELOR CARE STAU LA BAZA GEOMETRIEI

BERNHARDT RIEMANN

1. PLANUL CERCETARII

Se cunoagte faptul cd geometria presupune, ca un dat, fie conceptul de spatiu,
fie primele concepte fundamentale pentru constructiile in spatiu. Acestora li se
dau numai definitii nominale, in timp ce determinarile esentiale apar sub forma
de axiome. Relatia dintre aceste presuporzitii ramine, deci, In umbra; nu se vede
dacad sau In ce masura este necesara o legatura intre ele, nici daca ea este a priori
posibila.

Din vremea lui Euclid gi pinnad la Legendre, ca sa-1 amintim pe cel mai faimos
dintre edificatorii moderni ai geometriei, aceasta obscuritate nu a fost depagita nici
de matematicieni, nici de filozofi. Aceasta din cauza cd nu a fost deloc elaborat
conceptul general de marime multiplu extinsa care include marimile spatiale. Mi-
am propus, agadar, sa construiesc, in primul rind, conceptul de marime multiplu
extinsd, plecind de la conceptele generale de marime. Va rezulta ca o marime
multiplu extinsdpoate suporta diverse relatii metrice si ca spatiul nu constituie
decit un caz particular de marime tri-extinsa. Rezulta de aici, cu necesitate, ca
teoremele de geometrie nu se pot deriva din conceptele generale de marime, dar ca
acele proprietati, datorita carora se deosebegte spatiul de alte marimi tri-extinse
imaginabile, se pot deduce numai din experienta. Ceea ce ridica problema cautarii
faptelor celor mai simple plecind de la care se pot determina relatiile metrice ale
spatiului, sarcina care, prin chiar natura sa, nu e complet determinata: intr-adevar,
se pot indica diverse sisteme de fapte simple, suficiente pentru a determina relatiile
metrice ale spatiului; cel mai important, pentru scopul actual, fiind cel formulat
de Euclid ca fundament al geometriei. Aceste fapte - ca gi orice alte fapte - nu
sint logic necesare, ci au doar siguranta empirica, sint ipoteze. Li se poate, deci,
masura probabilitatea care, totusi, in limitele observatiei, e foarte ridicata si se
poate, apoi, decide asupra posibilitatii extinderii lor in afara limitelor observatiei,
fie inspre nemasurabilul mare, fie inspre nemasurabilul mic.

2. CONCEPTUL DE MARIME n-EXTINSA

Pornind acum la rezolvarea primei dintre aceste probleme, dezvoltarea conceptu-
lui de marime multiplu extinsa, méred indreptatit sa solicit ingaduinta, fie pentru
cd am o experientd sdracd in asemenea chestiuni de natura filozofica, in care di-
ficultatea std mai curind in concepte decit in constructie, fie pentru cd mi-a fost
imposibil sd utilizez vreun studiu precedent, in afara unor foarte scurte indicatii
pe care Consilierul Aulic Gauss le-a dat in al doilea memoriu asupra reziduurilor
bipatratice, in ” Gottingische gelehrte Anzeigen” gi in cartea pentru jubileul de la
Gottingen, ca i unele cercetéri filozofice ale lui Herbart.
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2.1. Varietdti continue gi discrete. Parti determinate ale unei varietati
se numesc quante. impérgirea teoriei marimilor continue in teoria:
1) a relatiilor simple ale domeniului, in care nu e presupusa independenta
de loc a marimii,
2) a relatiilor metrice, in care atare independenta trebuie presupusa.
Conceptele de marime sint posibile numai acolo unde exista deja un concept
general care admite ipostaze particulare. Aceste ipostaze particulare formeazi o
varietate continud sau discretd dupad cum existd sau nu o trecere continua de la
una la alta. In primul caz, ipostazele individuale se numesc puncte, in cel de al
doile, elemente ale varietatii. Conceptele ale caror ipostazieri formeaza o varietate
discretd sint atit de frecvente incit, cel putin in limbile mai evoluate, se poate
gasi, pentru orice colectie de obiecte, un concept care sa le subsumeze (astfel ci,
matematicienii, in teoria marimilor discrete, au putut considera fara ezitare ca
obiecte diferite sint de acelasi tip). In schimb, ocaziile pentru formarea conceptelor
ale cdror ipostaze sa formeze o varietate continua sint atit de rare in viata de zi cu
zi, Incit culoarea gi pozitia obiectelor sensibile sint, poate, unicele concepte simple
ale caror ipostaze formeazi o varietate pluriextinsd. Ocazii mai frecvente pentru
aparitia gi dezvoltarea acestor concepte se gasesc doar in matematica superioara.
Portiuni determinate ale unei varietati, distinse de o marca sau de o demarcatie,
se numesc cuante. Ele se compara, din punctul de vedere al cantitatii, prin numarare
in cazul marimilor discrete, prin masurare in cazul celor continue. Masurarea consta
in suprapunerea marimilor de masurat. Pentru a masura e, agadar, necesar un
mijloc de a individualiza o méarime drept standard de masura pentru o alta; altfel,
doud marimi se pot compara doar daca una e parte a alteia gi in acest caz se poate
stabili numai care dintre ele e mai mare sau mai mica, dar nu cit reprezinta fiecare.
In acest caz, cercetdrile care se pot face asupra lor constituie o parte generald a
teoriei marimilor, independenta de determinarile metrice, in care cantitatile sint
considerate ca domenii ale unei varietati, nu ca existind independent de porzitie
si nefiind exprimabile cu ajutorul unei unitati. Asemenea cercetdri au devenit o
necesitate In numeroase domenii ale matematicii, in special in tratarea functiilor
analitice multi-valuate si, probabil, in chiar absenta lor ar trebui cautata cauza
principald a faptului ca celebra teorema a lui Abel si descoperirile lui Lagrange,
Pfaff §i Jacobi, despre teoria generala a ecuatiilor diferentiale, au ramas atita timp
nefructificate. Pentru obiectivele pe care ni le propunem aici, va fi, totusi, suficient
sa reliefam doar doud aspecte ale acestei parti generale ale teoriei marimilor extinse
in care nu se presupune nimic care si nu fie deja implicit in conceptul insusi.
Primul dintre aceste aspecte privegte aparitia conceptului de varietate multiextinsa,
al doilea priveste posibilitatea reducerii determinarilor de pozitie pe o varietate data
la determinari cantitative e lamurirea caracterului specific al unei extensiuni n-uple.

2.2. Elaborarea conceptului de varietate mono-, bi-, n-extinsa.

Intr-un concept ale carui ipostaze formeaza o varietate contind, la trecerea, con-
form unei modalitati bine definite, de la o ipostaza la alta, ipostazele prin care se
trece formeaza o varietate monoextinsa a carei caracteristica esentiala e ca, plecind
din orice punct al sdu, putem forma o succesiune continui in doar doud directii,
inainte gi inapoi. Daca ne imaginam ca aceasta varietate se transforma intr-o altra,
complet diferitd, bineinteles, din nou intr-un mod bine determinat, gi astfel incit
fiecare punct al uneia trece intr-un punct determinat al celeilalte, ipostazele astfel
obtinute formeaza o varietate biextinsid. Analog se obtine o varietate triextinsa,
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imaginindu-ne ca o varietate biextinsa se transforma, conform unor modalitéti de-
finite, in una complet diferitd si e ugor de vazut cum se poate continua aceasta
constructie. Daca, in loc sa se considere fix conceptul, se considera ca obiectul sau
variaza, atunci aceasta constructie poate fi indicata ca o compunere a unei vari-
abilitati cu n 4+ 1 dimensiuni, formata dintr-o variabilitate cu n dimensiuni gi din
una cu o singurd dimensiune.

2.3. Reducerea determinarii pozitiei la determinari cantitative. Carac-
teristica esentiald a unei varietati n-extinse.

Voi arata acum cum se poate, reciproc, imparti o variabilitate cu domeniul dat
intr-o variabilitate cu o dimensiune gi o variabilitate cu mai putine dimensiuni.
Pentru aceasta, sa ne imaginam o parte variabild dintr-o varietate cu o singura
dimensiune - calculata plecind de la o origine fixa, astfel ca valorile sale sa fie mutual
comparabile -, 1 care fiecarui punct al varietatii date 1i corespunde o valoare bine
definita care variaza continuu odatad cu punctul; cu alte cuvinte, se se presupune
data pe varietate o functie continua de porzitie care, in plus, nu e constantd de-a
lungul nici unei portiuni a varietatii. Orice sistem de puncte pe care functia are o
valoare constanta, formeaza o varietate continud cu un numar de dimensiuni inferior
celei date. Aceste varietati se transforma continuu una in alta odatd cu variatia
functiei. Se poate, deci, presupune ci toate deriva dintr-una singura gi asta se
poate realiza, in general, in asa fel incit fiecare punct al uneia sa se transforme intr-
un punct bine determinat al celeilalte; se poate renunta aici la studiul cazurilor
exceptionale care este, desigur, important. In acest fel, determinarea pozitiei, pe
varietatea data, e redusa la o determinarea a unei marimi si la o determinare de
pozitie intr-o varietate cu mai putine dimensiuni. E, acum, usor de aratat ca aceasta
din urm3 are n — 1 dimensiuni daci varietatea e n-extinsa. Repetind de n ori acest
procedeu, determinarea pozitiei, intr-o varietate n-dimensionala, se reduce la n
determinari numerice; agadar, determinarea pozitiei intr-o varietate data se reduce,
ori de cite ori e posibil, la un numair finit de determinari cantitative. Exista, totusi,
varietdti in care determinarea pozitiei cere nu un numaér finit, c¢i unul infinit sau
o varietate continuad de determiniri de marime. De exemplu, asemenea varietati
formeaza valorile posibile ale unei functii intr-o regiune data, formele posibile ale
unei figuri spatiale etc.

3. RELATII METRICE DE CARE E SUSCEPTIBILA O VARIETATE CU 1 DIMENSIUNI
PRESUPUNIND CA LINIILE POSEDA O LUNGIME INDEPENDENTA DE POZITIE,
ADICA ORICE LINIE POATE FI MASURATA DE ORICARE ALTA.

Dupa ce am construit conceptul de varietate n-extinsa si am gasit caracteristica
sa esentiald in faptul ca determinarea pozitiei pe ea se poate reduce la n determinari
de marime, urmeaza sa ne ocupam de a doua sarcind indicatd mai sus, o cercetare
asupra relatiilor metrice de care e susceptibila varietatea si asupra conditiilor su-
ficiente pentru determinarea acestora. Aceste relatii metrice se pot studia numai
in legatura cu concepte abstracte de marime gi se pot exprima coerent numai cu
ajutorul formulelor. Totusi, in anumite ipoteze, e posibil sa le impartim in relatii
care, luate separat, sint susceptibile de o reprezentare geometrica, facind astfel
posibila exprimarea geometricd a rezultatelor calculului. Vrind sa ajungem pe un
teren sigur, va fi, deci, inevitabila o cercetare abstracta, folosind formule, ale carei
rezultate vor putea imbraca haina geometrica. In ambele cazuri, fundamentele sint
cuprinse in celebrul tratat al Consilierului Aulic Gauss, asupra suprafetelor curbe.
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3.1. Expresia elementului liniar. Se considera plane acele varietiti in
care elementul liniar se poate exprima prin riadacina sumei patratelor
de diferentiale totale.

Determinarile metrice necesita independenta marimii de pozitie; aceasta se poate
realiza in mai multe feluri. Prima ipoteza care se prezinta, si pe care intentionez
sa o urmez aici, e ca lungimea liniilor e independenta de pozitie si, deci, ca orice
linie e masurabila cu ajutorul oricarei alta. Daca determinarea pozitiei se reduce
la determinari de marime, adicd pozitia unui punct in varietatea m-extinsi se ex-
prima cu ajutorul a n marimi variabile z1, x5, 3 si aga mai departe pina la z,,
atunci determinarea unei linii va fi echivalentd cu a da marimea x ca functie de
o variabila. Prin urmare, problema consta in elaborarea unei expresii matematice
pentru lungimea liniilor §i pentru aceasta, marimile x trebuie considerate ca putind
fi exprimate in unitidti. Voi trata aceastd problema doar intre anumite limite gi
ma voi margini la inceput la acele linii pentru care relatiile intre marimile dz -
adica variatiile corespunzatoare méarimilor x - variaza continuu. Liniile se pot privi,
acum, ca fiind compuse din elemente in care relatiile intre cantitatile dz pot fi con-
siderate constante si problema se reduce la a elabora, in fiecare punct, o expresie
generala a elementului liniar ds care va contine marimile z si dz. In al doilea rind,
presupun cd marimea elementului liniar, pina la marimi de ordinul al doilea, nu se
schimba cind toate punctele sale sufera o aceeagi variatie infinitezimala a pozitiei,
adica presupun ca daca toate marimile dz cresc in acelasi raport, si elementul de
linie creste in acel raport. Conform acestei presupuneri, elementul liniar va putea
fi o functie omogena oarecare, de gradul 1 in marimile dz, invarianta la schimbarea
semnului tuturor marimilor dx gi in care constantele arbitrare sint functii continue
de marimile z. Pentru a gasi cazurile cele mai simple, voi ciuta, inainte de toate,
o expresie pentru varietdtile cu extensie (n — 1)-tupla care sint, in fiecare punct
al lor, echidistante de originea elementului liniar; adica voi cauta o functie con-
tinud de pozitie care sidle distingd una de cealalta. Aceasta functie va trebui ori
sa creasca, ori sa descreasca In orice directie ne-am deplasa fatd de punctul initial.
Voi presupune ca ea creste in toate directiile si ca are, deci, un minim in punctul
initial. In consecinta, dacd derivatele sale de primul gi de al doilea ordin sint fi-
nite, diferentiala de primul ordin trebuie sa se anuleze, iar cea de ordinul al doilea
nu poate fi niciodatd negativ; voi presupune ca raminne intotdeauna pozitiv. Ca
urmare, aceastd expresie diferentiald de ordinul al doilea ramine constanta atita
vreme cit ds e constanta gi creste patratic cind marimile dx, §i cu ele ds, variaza in
acelasi raport. Rezultd c3 expresia e egald cu ds? multiplicat cu o constant3, astfel
ca ds este egala cu radacina patrata a unei functii intregi, omogene, de gradul al
doilea in marimile dz, ale carei coeficienti sint functii continue de de méarimile z.
Pentru spatiu, daca se exprima pozitia punctelor folosind coordonate ortogonale,
se obtine ca ds este egal cu /> (dz)2; agadar spatiul e inclus in acest caz foarte
simplu. Cazul succesiv, in ordinea complexitatii, ar imbratisa, probabil, varietatile
in care elementul liniar se poate exprima cu ajutorul radacinii patrate a unei ex-
presii diferentiale de gradul al patrulea. Cu siguranta ca studiul acestei clase mai
generale nu ar necesita principii esential diferite, dar fatd de timpul destul de mare
pe care ni l-ar lua, ar arunca prea putind lumina asupra teoriei spatiului, mai ales
deoarece rezultatele nu s-ar putea exprima in termeni geometrici. Asa ca ma voi
limita la varietati in care elementul liniar se exprima prin radacina patrata a unei
expresii diferentiale de gradul al doilea. Aceasta se poate transforma in una de
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acelagi fel inlocuind cele n variabile independente cu functii de alte, noi n variabile
independente. Totusi, in acest mod nu se poate transforma orice expresie in ori-
care alta, deoarece expresia contine n"T“ coeficienti care sint functii arbitrare de
variabilele independente pe cind, introducind noile variabile, se pot satisface doar
n relatii, adica se pot egala numai n coeficienti cu marimi date. Ceilalti n"T_l sint
deja complet determinati de natura varietatii pe care o reprezentam. Ca urmare,
pentru determinarea relatiilor lor metrice se cer n”T’l functii de pozitie. Varietatile

in care elementul liniar poate fi pus sub forma /Y (dz)?, ca in cazul planului sau
al spatiului, constituie doar un caz particular al varietatilor de care ne ocupam
aici. Ele merita, cu siguranta, un nume special: in consecinta, voi numi plane acele
varietati in care patratul elementului liniar se poate reduce la suma péatratelor unor
diferentiale totale. Acum, pentru a avea o vedere de ansamblu asupra diferentelor
esentiale dintre varietatile reprezentabile in forma presupusi, e necesar si le exclu-
dem proprietatile care depind de modul de reprezentare, ceea ce se poate obtine
alegind marimile variabile conform unui principiu bine definit.

3.2. Studiul varietatilor n-extinse in care elementul liniar se poate re-
prezenta prin radacina patrata a unei expresii diferentiale de gradul
al doilea. Masura departarii lor de planaritate (masura de curbura)
intr-un punct determinat si intr-o directie de suparafata data. Pentru
determinarea relatiilor sale metrice (cu anume limitari), e admisibil si
suficient ca misura de curburi si fie data arbitrar, in orice punct, in
n"T_l directii de suprafata.

In acest scop, ne imaginam ca am construit sistemul celor mai scurte linii care
pleaca dintr-un punct dat. Pozitia unui punct oarecare poate fi determinata cu
ajutorul directiei initiale a celei mai scurte linii pe care se afla gi a distantei pe
aceasta de punctul origine; deci se poate exprima prin rapoartele mirimilor dz°,
adicd a marimilor dz in origine gi prin lungimea s a acestei linii. Acum, in locul
cantitatilor dz®, putem introduce expresii liniare da formate cu ele in asa fel incit va-
loare ainitiala a patratului elementului liniar sa fie egala cu suma patratelor acestor
expresii, astfel ca variabilele independente vor fi marimile s gi raporturile marimilor
da. In fine, in loc de da, sa alegem marimile z1,...,2,, proportionale cu ele gi cu
suma patratelor egald cu s2. Daci se introduc aceste marimi, atunci pentru valori
infinit mici, patratul elementului liniar rezultd egal cu Y (dz)?, in timp ce termenul
de ordin succesiv in dezvoltarea sa va fi egal cu o expresie omogens de gradul al
doilea 1n cele n"T_l marimi (z1dzs — x2dzy), (x1drs — 3d21),..., mirime infinitezi-
mald cu patru dimensiuni care, impartita la patratul ariei triunghiului infinit mic
in ale cdrui virfuri variabilele au valorile (0,0, ...), (z1, 22, 23, ...), (dz1,dz2,d23, ...)
furnizeazd o marime finitd. Aceastd marime pastreazi aceaasi valoare atita timp
cit marimile z si dx sint continute in aceleagi forme liniare binare, sau pina cind
ambele linii cele mai scurte, de la valoarea 0 pinna la z i de la 0 pina la dz ramin in
acelagi element de suprafata si depind doar de pozitia gi de directia de pe aceasta.
E evident egald cu zero daca varietatea e plana, adica daca patratul elementului
liniar e reductibil la Y (dz)?, si poate fi consideratd ca m#surd a depértirii varietitii
de planaritate in acel punct, in acea directie de suprafata. Multiplicata cu —%, ea
devine egala cu marimea pe care Consilierul Aulic Gauss a numit-o masura de cur-
burd a unei suprafete. Am vazut mai sus ca, pentru a determina relatiile metrice
ale unei suprafete n-extinse sint necesare n"T’l functii de pozitie. Deci, daca se da
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masura curburii in fiecare punct, in n"T’l directii de suprafata, se pot determina
relatiile metrice ale varietatii, cu conditia ca printre aceste valori sa nu se gaseasca
vreo relatie identica, ceea ce, in general, nu se intimpla. In consecinta, relatiile
metrice ale acestor varietati, in care elementul liniar e reprezentabil cu ajutorul
radacinii patrate a unei expresii diferentiale de gradul al doilea, se pot exprima
complet independent de alegerea marimilor variabile. Se poate urma o cale intru
totul asemanatoare gi pentru varietatile in care elementul liniar e dat de o expresie
mai putin simpla, de exemplu prin radacina patrata a unei expresii diferentiale de
gradul al patrulea. In acest caz, elementul liniar nu s-ar mai putea, in general,
pune sub forma radacinii patrate a unei sume de patrate de expresii diferentiale;
in consecinta, in expresia patratului elementului liniar, deviatia de la planaritate
va fi 0 méarime infinitezimald cu doud dimensiuni, in timp ce in primul caz era o
marim3 infinitezimald cu patru dimensiuni. Astfel, caracteristica acestor varietati
s-ar putea defini ca planaritate in regiuni foarte mici. Totusi, pentru scopul de fata,
caracteristica cea mai relevanta a acestor varietati, singura care motiveaza studiul
lor, este ca relatiile metrice ale varietatilor biextinse sint reprezentabile geometric
prin suprafete si relatiile celor pluriextinse pot fi reduse la suprafete pe care le
contin, chestiune care necesitd o acum o mica discutie.

3.3. Explicatie geometrica.

In conceperea suprafetelor, pozitia lor fatd de puncte situate in afara lor se com-
bina intotdeauna cu relatiile metrice intrinseci in care se considera numai lungimea
drumurilor trasate pe ele. Cu toate acestea, se poate face abstractie de relatiile
extrinseci considerind variatii care invariaza lungimea liniilor trasate pe ele; adica
imaginindu-ne ca suprafetele sint curbate arbitrar, dar fara deformare, si socotind
echivalente toate suprafetele care se obtin aga una din cealalta. De exemplu,
suprafetele cilindrice sau conice arbitrare sint echivalente cu un plan, din moment
ce se pot forma plecind de la un plan printr-o simpla indoire, in timp ce ramin
invariante relatiile metrice intrinseci si toate teoremele care le privesc - deci toata
planimetria - igi pastreaza validitatea. Insi ele sint fundamental diferite de sfers,
care nu se poate transforma intr-un plan fara deformare. Conform celor spuse
mai sus, relatiile metrice ale unei marimi biextinse cu elementul liniar exprimabil
prin radacina patratd a unei expresii diferentiale de gradul al doilea sint caracter-
izate, in orice punct, de mésura de curbura. Putem acum sa dam acestei méarimi,
pentru cazul suprafetelor, semnificatia intuitiva a produsului celor doua curburi
ale suprafetei in acest punct, sau inca, mai putem spune ca produsul ei, intr-un
triunghi infinit de mic, format de linii de lungime minim4, este (proportional cu
raza) egal cu jumitate din valoarea cu care suma unghiurilor sale e superioari la
doud unghiuri drepte. Prima definitie ar presupune teorema conform careia, pe o
suprafata, produsul celor doud raze de curbura e invariant la deformari simple; a
doua, teorema conform careia in orice punct, valoarea cu care suma unghiurilor
unui triunghi infinitezimal e superioara la doua unghiuri drepte e proportionald cu
aria triunghiului. Pentru a da o semnificatie geometrica masurii de curbura pe o
varietate n-extinsa, intr-un punct dat si intr-o directie de suprafata data prin acel
punct, trebuie sa plecam de la ipoteza ca o linie de lungime minima care pleaca
dintr-un punct e complet determinata de directia sa initiala. Drept urmare, se va
obtine o suprafatd determinatd prelungind toate directiile initiale dintr-un punct
dat in linii de lungime minim4; si aceasta suprafata are, in punctul dat, o masura
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de curbura determinata care e, in acelagi timp, masura de curbura a varietatii
n-extinse, in punctul dat gi in directia de suprafata data.

3.4. Varietatile plane (in care masura de curburd e peste tot egald cu
zero), pot fi considerate ca un caz particular al varietidtilor cu masura
de curbura constantia. Ele se pot defini si ca acelea in care marimile
n-extinse sint independente de pozitie (posibilitatea mutarii lor fara de-
formare).

Inainte de a trece la aplicatiile in cazul spatiului, e necesar si mai dezvoltam aici
unele consideratii asupra varietatilor plane in general, adica asupra varietatilor in
care patratul elementului liniar se reprezinta prin suma patratelor unor diferentiale
totale.

Maisura de curbura este zero in orice punct si in orice directie a unei varietati
n-extinse plane; conform celor spuse mai sus, pentru a determina relatiile metrice e
suficient sa cunoagtem ca, in orice punct, masura de curbura e zero in n"T_l directii
de suprafata independente. Varietatile a caror masura de curbura este peste tot
egala cu zero pot fi considerate ca un caz particular al acelor varietati a caror
masurd de curbura e peste tot constantd. Caracterul comun al acestor varietati
cu masura de curburd constanta se poate exprima gi prin aceea ca figurile care se
gasesc pe ele se pot migca fara a le deforma. Pentru ca e clar ca figurile nu s-ar
putea deplasa gi roti dacd masura curburii nu ar fi aceeasi in fiecare punct gi in
toate directiile. Totusi, pe de alta parte, relatiile metrice ale varietatii sint complet
determinate de masura de curbura; asadar sint exact aceleasi pentru orice punct,
in toate directiile; deci, plecind din orice punct de pot face aceleagi constructii,
astfel ca pe varietatile cu masura de curbura constanta figurilor li se poate da orice
pozitie. Relatiile metrice ale acestor varietati depind doar de valoarea masurii de
curbura si, cit privegte formularea analitica, se poate observa ca, dacd se noteaza
aceasta valoare cu «, expresia elementului liniar se poate pune sub forma

H%ﬁ X (do2.

3.5. Suprafete cu masura de curbura constanta.

Pentru o expunere geometrica, poate fi utild tratarea suprafetelor cu masuri de
curbura constantd. E ugor de vazut ca suprafetelor a ciror masurd de curbura
e pozitiva se vor putea rula intotdeauna pe o sferd cu raza 1 impartit la radacina
masurii de curbura. Dar pentru o privire generala asupra multimii acestor varietati,
sd-i ddm uneia forma unei sfere, iar celorlalte forma unor suprafete de rotatie care
o ating de-a lungul ecuatorului. Suprafetele cu masura de curburd mai mare decit
cea a sferei o vor atinge in interior, iar forma lor va semina cu aceea a partii
exterioare a unui inel, partea cea mai departatd de axa; ele se vor putea rula pe
zone sferice cu raza mai mica, dar se vor infagura de mai multe ori.Suprafetele cu
masura de curburd pozitiva mai mica se obtin decupind din suprafete sferice cu
raza mai mare o portiune delimitatd de doud semicircumferinte maxime si lipind
marginile acestora. Suprafeta cu méasura de curbura zero va fi o una cilindrica,
tangenta ecuatorului; suprafetele cu masura de curbura negativavor fi tangente in
exterior acestui cilindru §i vor avea forma partii interioare, dinspre axa, a suprafetei
unui inel. Dacane gindim la aceste suprafete ca multime a pozitiilor posibile pentru
fragmente de suprafati, aga cum este spatiul pentru corpuri, atunci, in toate aceste
suprafete, fragmentele de suprafata se pot deplasa fard a fi deformate. Suprafetele
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cu misura de curburd pozitiva se pot construi, intotdeauna, in aga fel ca fragmentele
de suprafata sa se poatid deplasa chiar fira a le indoi, aga ca pe sferd; acest lucru
nu e posibil pe cele cu masura de curbura negativa. Pe suprafetele cu masura de
curbura zero, in afara acestei independente de porzitie a fragmentelor de suprafata,
are loc si independenta de porzitie a directiilor, ceea ce nu se intimpla pe celelalte
suprafete.

4. APLICATIE LA SPATIU

4.1. Sisteme de fapte suficiente pentru a determina relatiile metrice ale
spatiului, aga cum sint postulate de geometrie.

In urma acestor investigatii asupra determinarii relatiilor metrice ale unei marimi
n-extinse, e posibil si indicam care sint conditiile necesare si suficiente pentru
determinarea relatiilor metrice ale spatiului, presupunind independentei liniilor de
pozitie §i a reprezentarii elementului liniar prin radacina patrata a unei expresii
diferentiale de gradul al doilea, deci a planarititii in regiuni foarte mici.

In primul rind, aceste conditii se pot exprima prin aceea ca masura de curbura,
in orice punct, e egald cu zero in trei directii de suprafata; drept urmare, relatiile
metrice ale spatiului sint determinate de indata ce suma unghiurilor unui triunghi
e egala cu doud unghiuri drepte.

Daca, in al doilea rind, se postuleaza, totusi, asemenea lui Euclid, o existenta
independenta de pozitie nu doar pentru linii, ci gi pentru corpuri, atunci urmeaza
ca masura de curbura e constanta peste tot, agadar suma unghiurilor e determinata
in orice triunghi odata ce e determinata intr-unul singur.

In fine, in al treilea rind, in loc de a presupune lungimea liniilor ca fiind inde-
pendenta de pozitie sau directie, s-ar putea presupune, independenta de pozitie a
lungimii gi a directiei lor. In acest caz, variatiile de pozitie sau diferentele de pozitie
sint marimi complexe exprimabile prin trei unitati independente.

4.2. Pina la ce punct e probabila validitatea acestor determiniri empirice,
dincolo de limita observatiei, la distante incomensurabil de mari?

Pe parcursul consideratiilor ficute pina aici, am deosebit, mai intli, relatiile de
extensiune sau de domeniu de relatiile metrice §i am gasit ca, in presenta unor
relatii de extensiune egale pot fi imaginate relatii metrice diferite; am cautat apoi
sisteme de determinari metrice simple cu ajutorul cirora se pot determina complet
relatiile metrice ale spatiului si de la care decurg, cu necesitate, toate teoremele re-
lativ la ele. Mai ramine acum sa punem intrebarea: cum, in ce grad si in ce masura
sin aceste ipoteze garantate de experienta. In acest privintd avem o diferenta
esentiala intre simplele relatiile de extensiune si relatiile metrice, intrucit in primele,
unde cazurile posibile formeaza o varietate discrety rezultatele experientei, chiar
daca nu pot fi pe de-antregul sigure, nu sint, totusi, imprecise; pe cind in a doua
situatie, unde cazurile posibile formeaza o varietate continua, orice determinare
bazata pe experientd ramine, intotdeauna, imprecisa, oricit de mare ar fi probabili-
tatea apropierii de certitudine. Aceastd imprejurare devine importanti atunci cind
se extind aceste determinari empirice dincolo de limitele observatiei, in domeniul
incomensurabil de mare gi in cel incomensurabil de mic; intr-adevar, e evident ca
al doilea tip de relatii devine din ce in ce mai precis dincolo de limitele observatiei,
in timp ce al doilea nu.
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Cind se extind constructiile spatiale in incomensurabilul mare, trebuie si dis-
tingem Intre nelimitat si infinit; unul apartine relatiilor de extensiune, celalalt
relatiilor metrice. Ca spatiul e o varietate nemarginita triextinsa, e o presupozitie
care gi gasegte aplicatie in oricare teorie despre lumea externa si conform ei, in orice
moment, domeniul perceptiilor reale e integrat unui domeniu mai cuprinzator si sint
construite pozitiile posibile ale unui obiect cautat; aceastd presupozitie e continuu
reconfirmata in astfel de aplicatii. Nemarginirea spatiului poseda, deci, o anume
certitudine empiricd mai mare decit oricare altd experientd exterioara. Totusgi, de
aici nu se poate sub nici un chip deduce infinitatea sa; mai degraba, daca s-ar pre-
supune independenta corpurilor de pozitie si i s-ar atribui, astfel, spatiului o0 masura
de curbura constanta, spatiul ar fi in mod necesar finit de indata ce aceastd masura
de curbura ar avea chiar cea mai mica valoare pozitiva. Prelungind in drumuri
de lungime minim3 directiile initiale care se afld intr-un element de suprafata, s-ar
obtine o suprafatd nelimitata, cu méasurd de curburd constantd pozitiva, adica o
suprafatd care intr-o varietate plana triextinsa ar lua forma unei suprafete sferice,
agadar finite.

4.3. Pind la ce punct in incomensurabilul mic? Legitura acestor pro-
bleme cu stintele naturii.

Problemele care privesc incomensurabilul mare sint nefolositoare intelegerii na-
turii. Insi cu totul alta e situatia chestiunilor relative la incomensurabilul mic.
Cunoasterea conexiunilor cauzale ale fenomenelor din infinitul mic depinde in mod
esential de precizia cu care le urméarim. Progresele ultimelor secole in cunoagterea
mecanismelor naturii s-au realizat, aproape exclusiv, gratie preciziei constructiei de
care se servegte astazi fizica; aceasta precizie a fost posibila datorita descoperirii
analizei infinitezimale gi formulirii principiilor fundamentale de catre Arhimede,
Galilei si Newton. In schimb, in gtintele naturale, unde inc} lipsesc principiile
fundamentale pentru asemenea constructii, pentru a urmari legaturile cauzale se
urmaresc fenomenele in domeniul spatial mic numai pina unde consimte micro-
scopul. Deci problemele relative la relatiile metrice ale spatiului in incomensurabilul
mic nu sint nicidecum nefolositoare.

Daca se presupune existenta corpurilor independenta de pozitie, masura de cur-
bura e constanta peste tot, iar din méasuritorile astronomice rezultd ca nu poate
fi diferita de zero; in orice caz, valoarea sa inversa ar trebui sa acopere o arie fata
de care regiunea accesibila telescoapelor noastre ar fi neglijabila. Insi daci nu se
presupune o asemenea independenta a corpurilor de pozitie, nu se pot aplica, pur si
simplu, infinitului mic relatiile metrice valabile la scara mare; in acest caz, masura
curburii poate avea in fiecare punct valoare arbitrard in trei directii, cu singura
conditie ca, in oricare portiuni masurabild a spatiului, curbura totala s nu fie sen-
sibil diferitd de zero. Complicatii Inca §i mai mari pot surveni in cazul in care
nu e posibil si se reprezinte, aga cum s-a presupus, elementul liniar prin radacina
patrata a unei expresii diferentiale de gradul al doilea. Pare, totusi, cd acele con-
cepte empirice pe care se bazeaza determinarile metrice spatiale, conceptul de corp
solid gi de raza luminoasa inceteaza sa mai fie valabile in infinitul mic. E, agsadar,
cu totul probabil ca in infinitul mic realtiile metrice ale spatiului sa nu fie in acord
cu postulatele geometriei; gi ar trebui admis acest lucru de indata ce ar permite o
cale mai simpla de a explica fenomenele.

Problema validitatii postulatelor geometriei in infinitul mic e strins legatd de
problema fundamentelor interne ale relatiilor metrice ale spatiului. In aceastd
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chestiune care, cu siguranta, se poate considera ca una de teoria spatiului, isi gaseste
o aplicatie gi observatia precedentd conform careia intr-o varietate discreta princi-
piul relatiilor metrice e continut implicit in conceptul de varietate, pe cind intr-o
varietate continui el trebui introdus din alti parte. In consecinta, ori elementul
real care sti la baza spatiului formeazi o varietate discreta, ori ceea ce determina
relatiile metrice trebuie cautat in altd parte, in forte de coeziune care actioneaza
asupra lui.

O solutie a acestor probleme va putea fi gasita numai plecind de la interpretarea
fenomenelor, interpretare a carei baza a pus-o Newton gi care a fost, pina acum,
confirmata de experienta si care trebuie modificata gradual, sub presiunea faptelor
pe care nu le poate explica; cercetari ca cea facuta aici, care pornesc de la con-
cepte generale, pot servi numai la intrirea certitudinii ca aceastd operd nu va fi
impiedicata de conceptii inguste si cd prejudecatile traditiei nu vor fi obstacole in
calea progresului cunoasterii legaturii dintre lucruri.

Acestea ne duc in domeniul unei alte stiinte, tarimul fizicii in care, cu siguranta,
natura intilnirii de azi nu ne permite sa intram.



