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Problematizare

I Căutare cu Google Maps

I Interogare pentru localizarea unui punct: dată o hartă şi un
punct p, indicat prin cordonatele sale, să se determine
regiunea hărţii ı̂n care este situat p.

I Harta: subdiviziune planară, formată din vârfuri,
(semi)muchii, feţe.

I Necesităţi: pre-procesare a informaţiei; interogare rapidă.

https://www.google.ro/maps/place/România/@45.9200031,22.7665578,7z/data=!3m1!4b1!4m5!3m4!1s0x40b1ff26958976c3:0x84ef4f92a804b194!8m2!3d45.7981695!4d24.9719238
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Formalizare

I Fie S o subdiviziune planară cu n muchii. Problema
localizării unui punct revine la

I a reţine informaţiile referitoare la S pentru a putea răspunde
la interogări de tipul:

I dat un punct p, se raportează faţa f care ı̂l conţine pe p; ı̂n
cazul ı̂n care p este situat pe un segment sau coincide cu un
vârf, este precizat acest lucru.

I Lucrul cu coordonate: folosirea relaţiei de ordine!
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vârf, este precizat acest lucru.

I Lucrul cu coordonate: folosirea relaţiei de ordine!
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Exemplu
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Exemplu - rafinare folosind benzi verticale

p



Exemplu - rafinare eficientă

p



Simplificări şi ipoteze

I Se consideră o mulţime S de n segmente astfel ca oricare
două dintre ele (i) fie nu au niciun punct comun; (ii) fie au un
vârf comun.

I Simplificare 1: Se consideră un dreptunghi D cu laturile
paralele cu axele de coordonate care include toată
subdiviziunea iniţială.

I Simplificare 2: Se presupune că nu există două vârfuri
(extremităţi ale segmentelor din S) distincte care au aceeaşi
coordonată x (̂ın particular nu există segmente verticale).

I Concluzie: Se consideră o mulţime de n segmente S care
verifică ipotezele de mai sus: mulţime de segmente ı̂n poziţie
generală. Harta trapezoidală / descompunere verticală /
descompunere cu trapeze (trapezoidal map) T (S) a lui S
este subdiviziunea indusă de S , dreptunghiul D şi de extensiile
verticale inferioare şi superioare (concept introdus de Seidel,
1991).
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Exemplu - hartă trapezoidală
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Hărţi trapezoidale − probleme studiate

I Descrierea obiectelor geometrice din care sunt formate − ce
informaţii se reţin?

I Aspecte legate de complexitate?

I Structuri de date adecvate?

I Un algoritm eficient?
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Descrierea obiectelor

I Lema 1. Fie S o mulţime de segmente ı̂n poziţie generală.
Fiecare faţă a unei hărţi trapezoidale T (S) are una sau două
margini verticale şi exact două margini ne-verticale.
De fapt: fiecare faţă este un trapez, sau un dreptunghi sau un
triunghi (ultimele putând fi privite drept cazuri particulare de
trapeze).

I Ce informaţii geometrice sunt reţinute pentru un trapez?

I t(T ), b(T ), lp(T ), rp(T ) determină ı̂n mod unic un trapez
fixat T .
t(T ), b(T ) sunt segmente, iar lp(T ), rp(T ) sunt vârfuri
(extremităţi ale segmentelor)

I Există cinci cazuri posibile pentru marginea stângă lp (analog
pentru marginea dreaptă lp).
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fixat T .
t(T ), b(T ) sunt segmente, iar lp(T ), rp(T ) sunt vârfuri
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Complexitate şi alte aspecte cantitative

I Lema 2. Fie S o mulţime de n segmente ı̂n poziţie generală.
Harta trapezoidală T (S) conţine cel mult 6n + 4 vârfuri şi cel
mult 3n + 1 trapeze.

I Lema 3. Fie S o mulţime de n segmente ı̂n poziţie generală.
Fiecare trapez T este adiacent cu cel mult patru trapeze (cel
mult un vecin stânga superior, cel mult un vecin stânga
inferior, cel mult un vecin dreapta superior, cel mult un vecin
dreapta inferior).



Complexitate şi alte aspecte cantitative
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Structura de date

I Înregistrări pentru segmentele din S şi vârfuri (extremităţile
segmentelor).

I Înregistrări pentru trapeze: pointeri t, b, lp, rp şi pointeri
către cei (cel mult) patru vecini.

I Structura de căutare: D este un graf orientat aciclic cu o
singură rădăcină şi exact o frunză pentru fiecare trapez din
T (S).

I Noduri şi teste asociate:

I x-nod, etichetat cu o extremitate a unui segment; pentru un
punct p testul asociat: este punctul p situat la stânga sau la
dreapta dreptei verticale care trece prin extremitatea
memorată ı̂n acest nod?

I y -nod, etichetat cu un segment; pentru un punct p testul
asociat: este punctul p situat deasupra sau dedesubtul
segmentului memorat ı̂n acest nod?
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segmentelor).
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Algoritm HartaTrapezoidala

I Input. O mulţime S de n segmente ı̂n poziţie generală.

I Output. Harta trapezoidală T (S) şi o structură de căutare
D = D(T (S)) pentru T (S), ı̂ntr-un dreptunghi D cu laturile
paralele cu axele.

1. Determină dreptunghiul D.

2. Generează o permutare s1, s2, . . . , sn a segmentelor din S .

3. for i ← 1 to n

4. do găseşte mulţimea de trapeze T0,T1, . . . ,Tk care
intersectează segmentul si

5. elimină T0, . . . ,Tk şi le ı̂nlocuieşte cu trapezele nou
apărute

6. elimină frunzele corespunzătoare din D şi creează noi
frunze, actualizează D
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Algoritm HartaTrapezoidala

I Input. O mulţime S de n segmente ı̂n poziţie generală.
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1. Determină dreptunghiul D.

2. Generează o permutare s1, s2, . . . , sn a segmentelor din S .

3. for i ← 1 to n

4. do găseşte mulţimea de trapeze T0,T1, . . . ,Tk care
intersectează segmentul si

5. elimină T0, . . . ,Tk şi le ı̂nlocuieşte cu trapezele nou
apărute

6. elimină frunzele corespunzătoare din D şi creează noi
frunze, actualizează D



Rezultatul principal

I Teoremă. Fie S o mulţime de n segmente ı̂n poziţie generală.
Algoritmul HartaTrapezoidala determină harta
trapezoidală T (S) şi o structură de căutare D = D(T (S))
pentru T (S) ı̂n timp mediu O(n log n). Memoria medie
ocupată de structura de căutare este O(n) şi pentru un punct
arbitrar p timpul mediu de localizare este O(log n).



Algoritm DeterminaSpatiuLiber (S)

I Input. O mulţime P de poligoane disjuncte.

I Output. O hartă trapezoidală Cl a spaţiului liber (pentru un
robot-punct).

1. Fie S mulţimea muchiilor poligoanelor din P.

2. Determină harta trapezoidală T (S), folosind algoritmul
HartaTrapezoidala.

3. Elimină trapezele situate ı̂n interiorul poligoanelor şi
returnează subdiviziunea obţinuta.
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I Output. O hartă trapezoidală Cl a spaţiului liber (pentru un
robot-punct).
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3. Elimină trapezele situate ı̂n interiorul poligoanelor şi
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Algoritm DeterminaDrum (T (Cl),Gd ,Mstart,Mend)

I Input. Harta trapezoidală T (Cl) a spaţiului liber, graful drumurilor
Gd , punctul de start Mstart, punctul final Mend.

I Output. Un drum de la Mstart la Mend, dacă există. În caz contrar,
algoritmul precizează că nu există un drum.

1. caută trapeze ı̂n T (Cl) conţinând Mstart, respectiv Mend.

2. if există ∆start, respectiv ∆end conţinând Mstart, respectiv Mend

3. then fie vstart şi vend centrele ∆start, ∆end (noduri din Gd)

4. caută un drum ı̂n Gd de la vstart la vend folosind BFS

5. if există drum δ

6. then indică drumul [Mstartvstart] ∪ δ ∪ [vendMend]

7. else raportează că nu există drum de la Mstart la Mend

8. else raportează că nu există drum de la Mstart la Mend
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6. then indică drumul [Mstartvstart] ∪ δ ∪ [vendMend]
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algoritmul precizează că nu există un drum.
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2. if există ∆start, respectiv ∆end conţinând Mstart, respectiv Mend

3. then fie vstart şi vend centrele ∆start, ∆end (noduri din Gd)
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Rezultatul principal

I Teoremă. Fie R un robot-punct care se deplasează ı̂ntr-o
mulţime S de obstacole poligonale, având ı̂n total n muchii.
Utilizând timp mediu de preprocesare O(n log n) pentru
mulţimea S, un drum liber de coliziuni ı̂ntre două puncte
fixate poate fi calculat (dacă există!) ı̂n timp mediu O(n).


	Aplicatie: miscarea unui robot-punct

