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Problematizare

» Se considerd o multime de puncte (oficiile postale) din plan.
Care este cel mai apropiat?
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Problematizare

» Se considerd o multime de puncte (oficiile postale) din plan.
Care este cel mai apropiat?

> Ideea de a delimita “zone de influentd” a aparut cu multa
vreme T urma (de exemplu in lucrdrile lui Descartes, dar si in
legatura cu alte probleme; este utilizata in mod curent in varii
domenii. In plus, astfel de “impartiri” apar in natura.
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Formalizare

» Fie P = {Py,P,,...,P,} o multime de puncte din planul R?,
numite situri.
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» Fie P = {Py,P,,...,P,} o multime de puncte din planul R?,
numite situri.

» Diagrama Voronoi a lui P (notatd Vor(P)) este o divizare a
planului R2 in n celule V(Py),...,V(P,) cu proprietatea c3

PeV(P) < d(P,P) <d(P,F), Vj=1,...,n.

» Dou3d celule adiacente au Tn comun o muchie sau un varf
(punct de intersectie a muchiilor).

» Atentie! Varfurile lui Vor(P) sunt diferite de punctele din P.
» Uneori, prin abuz de limbaj, este precizata doar Tmpartirea n
muchii / varfuri.

» Diagrame Voronoi pot fi construite pentru diverse functii
distantd (e.g. distanta Manhattan); forma celulelor depinde
de forma “cercului” n raport cu functia distanta respectiva.
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> Celula asociata unui punct este o intersectie de semiplane:
V(Pi) =) (P, P)),
J#i

unde h(P;, P;) este semiplanul determinat de mediatoarea
segmentului [P;P;] care contine punctul P;.
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Proprietati elementare

> Celula asociata unui punct este o intersectie de semiplane:

V(P) = (") h(P;, P)),
J#i
unde h(P;, P;) este semiplanul determinat de mediatoarea
segmentului [P;P;] care contine punctul P;.
» in particular: fiecare celuld este o multime convexa.

» Aplicabilitate: algoritm (lent) de determinare a diagramei
Voronoi.
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Structura unei diagrame Voronoi

» Fie P = {P1,Ps,...,P,} o multime de puncte din planul R?.

> Daca toate punctele sunt coliniare, atunci diagrama Voronoi
asociatd Vor(P) contine n — 1 drepte paralele intre ele (in
particular, pentru n > 3, ea nu este conexa).

» 1n caz contrar, diagrama este conexa, iar muchiile sale sunt fie
segmente, fie semidrepte (cui corespund acestea?).

» Propozitie. Fie o multime cu n situri. Atunci, pentru
diagrama Voronoi asociat3d au loc inegalit3tile

n,<2n-5  n,<3n-06,

unde n, este numarul de varfuri ale diagramei si n,, este
numarul de muchii al acesteia.
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Legatura cu trianguldrile legale / unghiular optime

» Constructie:
e Multime de puncte P in planul R? =
e Diagrama Voronoi Vor(P) =
e Graful dual G(P). Noduri: fetele diagramei Voronoi (siturile).
Arce: dac3 celulele (fetele diagramei Voronoi corespunzdtoare)
au o muchie comund =
e Triangulare Tp (numit3 triangulare Delaunay)

» Propozitie. Fie T o triangulare a lui P. Atunci T este o
triangulare Delaunay daca si numai daca pentru orice triunghi
din T cercul circumscris nu contine in interiorul sau niciun
punct al lui P.

» Teorema. O triangulare este legald dacd si numai dacd este o
triangulare Delaunay.

» Teorema. Orice triangulare unghiular optim3 este o
triangulare Delaunay. Orice triangulare Delaunay maximizeaza
cel mai mic unghi, comparativ cu toate triangularile lui P.

» Intrebare: Cum “functioneazad” aceasta constructie cand
punctele din P sunt (de exemplu) varfurile unui p3atrat?
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Algoritmul lui Fortune [1987]

» Complexitate: O(nlogn).
» Principiu (paradigma): sweep line / linie de baleiere.
» Inconvenient: la Tntalnirea unui varf al diagramei, linia de

baleiere nu a intalnit Tnca toate siturile (puncte din P) care
determind acest varf!

» Adaptare: nu refinem informatia legata de intersectia dintre
linia de baleiere si diagrama, ci doar informatia legatd de
partea diagramei care nu mai poate fi influentata de punctele
situate de dincolo de linia de baleiere.

» Concepte:

» beach line / linie parabolicd

> site event / eveniment de tip locatie (apare un arc de parabol3)

» circle event / eveniment de tip cerc (dispare un arc de
parabold)



Algoritmul

Input. O multime de situri P = {p1,..., pn} de situri in plan.
Output. Diagrama Voronoi Vor(P) in interiorul unui bounding box, descrisd
printr-o lista dublu Tnlantuita D.

1. Initializ3ri: coada de evenimente Q <+ P (preprocesare: ordonare dup3
y), statut (arbore balansat) 7 < 0; listd dublu inl3ntuitd D <« 0.
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printr-o lista dublu Tnlantuita D.

1.
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then PROCESSEVSIT(p;), cu pi=ev
else PROCESSEVCERC(Y), cu v = arc(ev) € T

Nodurile interne incd prezente in 7 corespund semidreptelor diagramei
Voronoi. Considera un bounding box care contine toate varfurile
diagramei Voronoi Tn interiorul sa si leagd semidreptele de acest bounding
box, prin actualizarea corespunzatoare a lui D.

Traverseaza muchiile pentru a ad3uga celulele diagramei si pointeri
corespunzatori.
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cea din mijloc retine situl p; si celelalte doua situl p; asociat lui o
Memoreaza perechile reprezentand punctele de racord n doud noduri
interne. Efectueaza rebalansari in 7, daca este necesar.

4. Genereazad noi Tnregistrari de tip semi-muchie in structura diagramei
Voronoi (D), pentru muchiile care separd celulele V(p;) si V(p;),
corespunzand celor doud noi puncte de racord.

5. Verific3 tripletele de arce consecutive nou create, pentru a verifica daca
muchiile corespunzatoare punctelor de racord se intdlnesc. Daca da,
insereaza evenimente de tip cerc in Q si adauga pointeri de la nodurile lui
T la evenimentele corespunzatoare din Q.



Procedura PROCESSEVCERC ()

1. Sterge frunza v € T care corespunde arcului de cerc « care dispare.
Actualizeaza Tn nodurile interne perechile care corespund punctelor de
racord. Efectueazd rebalansari in 7, daca este necesar. Sterge toate
evenimentele de tip cerc care i corespund lui o (cu ajutorul pointerilor de
la predecesorul si succesorul lui v in 7.



Procedura PROCESSEVCERC (7)

1. Sterge frunza v € T care corespunde arcului de cerc « care dispare.
Actualizeaza Tn nodurile interne perechile care corespund punctelor de
racord. Efectueazd rebalansari in 7, daca este necesar. Sterge toate
evenimentele de tip cerc care i corespund lui o (cu ajutorul pointerilor de
la predecesorul si succesorul lui v in 7.

2. Adauga centrul cercului care determind evenimentul ca inregistrare de tip
varf in D. Creeaza inregistrari de tip semi-muchie corespunzand noului
punct de racord de pe linia parabolic3 si asigneaza pointeri corespunzatori.



Procedura PROCESSEVCERC (7)

1. Sterge frunza v € T care corespunde arcului de cerc « care dispare.
Actualizeaza Tn nodurile interne perechile care corespund punctelor de
racord. Efectueazd rebalansari in 7, daca este necesar. Sterge toate
evenimentele de tip cerc care i corespund lui o (cu ajutorul pointerilor de
la predecesorul si succesorul lui v in 7.

2. Adauga centrul cercului care determind evenimentul ca inregistrare de tip
varf in D. Creeaza inregistrari de tip semi-muchie corespunzand noului
punct de racord de pe linia parabolic3 si asigneaza pointeri corespunzatori.

3. Verifics tripletele de arce consecutive nou create (care au fostii vecini ai
lui & In centru), pentru a verifica dacd muchiile corespunzitoare punctelor
de racord se intalnesc. Dacd da, insereaza evenimente de tip cerc in Q si
adauga pointeri de la nodurile lui 7 la evenimentele corespunzatoare din

Q.



Rezultate principale

» Teorema. Diagrama Voronoi a unei multimi de n situri poate
fi determinata cu un algoritm de tip line sweep de
complexitate O(nlog n), folosind O(n) spatiu de memorie.



Rezultate principale

» Teorema. Diagrama Voronoi a unei multimi de n situri poate
fi determinata cu un algoritm de tip line sweep de
complexitate O(nlog n), folosind O(n) spatiu de memorie.

» Teorema. Triangularea Delaunay a unei multimi de n situri
poate fi determinatd cu un algoritm de tip line sweep de
complexitate O(nlog n), folosind O(n) spatiu de memorie.



	Generalitati
	Proprietati
	Diagrame Voronoi si triangulari Delaunay
	Un algoritm eficient

