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Kapitel 1

Elementire
Homotopietheorie

1.1 Homotopie

1.1.1 Definition und Beispiele
Notation. Mit I bezeichnen wir stets das Intervall [0, 1].

Definition 1.1.1 Seien X,Y topologische Riume, A C X und f,g: X — Y
stetig, sodass f|la = gla. Die Abbildungen f,g heissen homotop relativ A
(f = g rel A) wenn es eine stetige Abbildung F': X x I — Y existiert, sodass
die folgenden Bedingungen erfillt sind

(1) F(z,0) = f(x), Vz € X,

(2) F(z,1) = g(z), Yz € X,

(8) F(z,s) = f(z) =g(x), Vo € A, Vs € I.
Eine solche Abbildung F heisst Homotopie von f nach g.

Definition 1.1.2 Zwei stetige Abbildungen heissen homotop (f ~ g), wenn
sie homotop rel () sind.

Notation. Seien X,Y topologische Raume, xg € X. Wir bezeichnen mit x,,
die konstante Abbildung

Ky 0 Y — X, Kzo(Y) i= xo, Yy €Y.

Beispiel 1.1.3 i) Man betrachtet X =Y = R"™ und zg € R™ fest. Dann sind
die Abbildungen idgn und k5, homotop via

F:R"xI—R", F(z,s):=sxo+ (1 —s)x.

it) Im allgemeinen: ist X =Y C R™ konvez, so sind die Identitit idx und
die konstante Abbildung k4, (ro € X fest) homotop.

iii) Jeder Weg o : I — X ist homotop zum trivialen Weg ko) : I — X;
eine Homotopie ist

F:IxI—X, F(ts):=a((l-s)t).

Bemerkung 1.1.4 FEin topologischer Raum X ist wegzusammenhdngend genau
dann wenn fir alle x,y € X Ky >~ Ky gilt.

Definition 1.1.5 FEine stetige Abbildung f : Y — X heisst nullhomotop,
wenn sie homotop zu einer konstanten Abbildung k., (ro € X) ist.



Definition 1.1.6 FEin topologischer Raum X heisst z7usammenziehbar, wenn
die Identitdt idx nullhomotop ist.

Bemerkung 1.1.7 Ist X zusammenziehbar, so ist jede stetige Abbildung f :
Y — X nullhomotop.

Beispiel 1.1.8 Ist X ein konvexer Teilraum von R™, so ist X zusammenzieh-
bar.

Bemerkung 1.1.9 Jeder zusammenziehbarer Raum ist wegzusammenhdngend.

Proposition 1.1.10 (Eigenschaften der Homotopie) i) Die Homotopie ist eine
Aquivalenzrelation, d.h. fir alle f,g,h: X — Y stetig gilt:

(a) f~f,

(b)) f~g=gx=f,

(c)(f~g, g~h)=f~h

it) (Zusammensetzung homotoper Abbildungen) Seien

x Ly 99, 7

stetig und sodass f ~ f', g~ g'. Dann hat man go f ~ g’ o f'.
iii) (Produkte homotoper Abbildungen) Sind f;, f! : X; — Y; (1 = 1,2)
stetig und mit f; ~ fl, firi=1,2, so gilt f1 x fo~ fi X f5.

Beweis. i) (a) Eine Homotopie von f nach fist F: X xI — Y, F(z,s) := f(x).
(b) Sei F': X x I — Y eine Homotopie von f nach g. Dann ist

G:XxI—-Y, G(z,s):=F(z,1—5)

eine Homotopie von g nach f.
(c) Seien F': X x I — Y eine Homotopie von f nach gund G: X x I —»Y
eine Homotopie von ¢ nach h. Man kann leicht iiberpriifen, dass

1
F(x,2s), reX, s€ [0,2
H:XxI—-Y; H(zs):= 1
G(z,2s —1) reX, se [2,1}

eine Homotopie von f nach h ist. Die Stetigkeit folgt aus Lemma A.1.4.

ii) Sei F': X x I — Y eine Homotopie von f nach f' undsei G: Y xI — Z
eine Homotopie von g nach ¢’. Man sieht sofort, dass go f ~ go f' via go F':
X x I — Z. Wir betrachten nun die Abbildung

X xI—=YxI, fl(x3s):=(f(x),s).

Es ist nun einfach zu iiberpriifen (Ubung!), dass G o f’ : X x I — Z eine
Homotopie von g o f’ nach ¢’ o f’ ist. Die Behauptung folgt nun aus Aussage i),

(e).

iii) Ubung! m

1.1.2 Homotopieidquivalenz

Definition 1.1.11 Die topologische Riume X,Y sind vom gleichen Homo-
topietyp (Homotopiedquivalent), wenn es stetige Abbildungen f: X —Y
und g : Y — X gibt, sodass gilt

fog=~idy, go f~idx.



Bemerkung 1.1.12 i) Offensichtlich sind zwei homdomorphe topologische Riume
vom gleichen Homotopietyp; die Umkehrung ist i.a. nicht wahr.

it) Man kann leicht iberpriifen, dass "vom gleichen Homotopietyp-sein” eine
Aquivalenzrelation ist.

Definition 1.1.13 Sei X ein topologischer Raum, i : A — X ein Teilraum.

i) A heisst Retrakt von X, falls es eine stetige Abbildung p : X — A gibt,
sodass gilt

poia=idy

(p heisst Retraktion).

i1) A heisst Deformationsretrakt von X, falls es eine stetige Abbildung
p: X — A gibt, sodass gilt

poig=idy, iaop~idx

(p heisst Deformationsretraktion ).
iii) A heisst starker Deformationsretrakt von X, falls es eine stetige
Abbildung p : X — A gibt, sodass gilt

poig =idg, iaop~idx rel A
(p heisst starke Deformationsretraktion).

Proposition 1.1.14 Ist A ein Deformationsretrakt von X, so sind A und X
vom gleichen Homotopietyp. ®

Beispiel 1.1.15 Die Sphdre S™ ist ein starker Deformationsretrakt von
R\ {0}. Eine Deformationsretraktion ist die Abbildung

X

p:R™IN\{0} = 8", p(z) = el

Ahnlich folgt, dass S™ ein starker Deformationsretrakt von D"\ {0} ist. Insbe-
sondere sind S™ und R" T\ {0} (bzw. D"\ {0}) vom gleichen Homotopietyp.

Beispiel 1.1.16 Sei X zusammenziehbar, d.h. idx =~ Ky, fir ein zo € X. Dann
ist pro : X — {xo}, pao(x) = xg eine starke Deformationsretraktion.

Tatsédchlich hat man die folgende

Proposition 1.1.17 X ist zusammenziehbar, genau dann wenn X den Homo-
topietyp eines Punktes hat.

Beweis. Ubung! m

1.2 Fundamentalgruppe

Definition 1.2.1 Seien a,8 : I — X Wege sodass a(1) = £(0). Dann ist,
gemdss Lemma A.1.4, wohldefiniert das Produkt von a und 3

a(2t), te {07 ﬂ

aff: I — X, (ap)(t) :=
BRt—1), te Bl}



Definition 1.2.2 Das Inverse eines Weges a: [ — X ist der Weg
a T =X, o l(t):=a(l—1).

Definition 1.2.3 Sei X ein topologischer Raum und o, 3 : I — X Wege mit
a(0) = B(0) = zp, (1) = B(1) = z1. Die Wege «, 3 heissen homotop relativ
der Endpunkte (o ~ 3) wenn es eine stetige Abbildung F : I x I — X gibt,
sodass gilt

(F heisst Homotopie relativ der Endpunkte).

Proposition 1.2.4 (Eigenschaften der Homotopie relativ der Endpunkte) Sei
X ein topologischer Raum.

i) ~ ist eine Aquivalenzrelation.
ii) Seien a1, a9, P1, 82 : I — X Wege, sodass

a1(1) = B1(0), aa(l) = B2(0), a1 ~as, B~ fFa.

Dann gllt Oélﬂl 2 042/6)2.
iii) Seien a, 8 : I — X Wege mit a ~ (. Dann o~ ~ =1,

Beweis. Ubung! m

Notation. Wir werden mit (a) die Aquivalenzklasse von « beziiglich ~ bezeich-
nen; (a) heisst die Homotopieklasse von a.

Aus Proposition 1.2.4 folgt, dass die folgende Definition Sinn hat:

Definition 1.2.5 Sei X ein topologischer Raum.
i) Fir a,8 : I — X Wege mit a(1) = (3(0) definiere das Produkt der
Homotopieklassen

(@) - (8) := {af).
i) Fiir einen Weg o in X setzt man

()7t i=(a™1).

Notation. Fiir einen Punkt X eines topologischen Raumes X bezeichen wir
mit e, den konstanten Weg e, : I — X, e,(t) = x.

Theorem 1.2.6 Sei X ein topologischer Raum.
i) Seien o, 3,7 : I — X Wege mit a(1) = 8(0); 8(1) = v(0). Dann gilt

it) Sei oo : I — X ein Weg und bezeichne mit xo := a(0),z1 := a(1). Es gilt

(ezg) - (@) = (a);  (a)-(ex,) = ().

iii) Mit den Bezeichnungen aus ) hat man

(@) (a) ' =(eq,);  (a)'{a) = (en,).



Beweis. i) Wir haben

(@(B)(H) =4 pUt—-2), te [

Man kann tiberpriifen, dass

a( 4 ), falls 4t —s—1<0
s+1

F:IxI—X, F(ts):= Bdt —s—1), falls0<4t—s—-1<1
4t — s — 2

7(”), falls 4t —s—12>1
2—s

eine Homotopie relativ der Endpunkte von (a3)y nach a(87) ist.
ii) Eine Homotopie relativ der Endpunkte von e, nach « ist

To, falls 2t +s—-1<0
F:IxI—X, F(s):= 2% -1
a(;_j), falls 2t + s —1 > 0.
s

Eine Homotopie relativ der Endpunkte von ae,, nach o ist

2t
, , al——), falls2t—s—-1<0
F':IxI—X, F'(ts):= 1+s

Ty, falls 2t —s—1>0.

iii) Es reicht zu zeigen, dass aa™* ~ €z,; die andere Aquivalenz folgt indem

wir o mit a1 vertauschen. Man iiberpriift, dass

a(2t), falls 0 < 2t < s
F:IxI—X, F(ts):= a(t), falls s <2t <2 —s
a”t(2t—1), falls2—s<2t<2

eine Homotopie relativ der Endpunkte von aa~! nach e,, ist. m

Definition 1.2.7 FEin punktierter Raum ist ein Paar (X, zq) bestehend aus
einem topologischen Raum X und einem Punkt ¢ € X.

Aus Theorem 1.2.6 folgt sofort

Corollar 1.2.8 Sei (X,x0) ein punktierter Raum. Die Menge w1 (X, xq) der

Aquivalenzklassen beziiglich ~ von Schleifen um o wird eine Gruppe beziiglich
der Operation” -”7. m



Definition 1.2.9 Die Gruppe (m1(X,xg),) heisst Fundamentalgruppe des
punktierten Raumes (X, zg).

Notation. Sei G eine Gruppe. Fiir a € G hat man den inneren Automor-

phismus
1

Xa: G — G, Xa(g) := aga™".
Ist G Abelsch, so gilt x, = idg.

Proposition 1.2.10 Seien X ein topologischer Raum, xg,r1 € X.
i) Fin Weg v von xo nach x1 induziert einen Isomorphismus

(X o) = m(X,x), (@) = (v ay).
i1) Sind v,7 : I — X zwei Wege von xg nach x1, so gilt
V= WO Xy

Beweis. Ubung! m

Corollar 1.2.11 Ist X wegzusammenhdngend, so gilt fir alle x,y € X

m(X,z) 2m(X,y). =

Bemerkung. Der Isomorphismus aus Corollar 1.2.11 hiéngt von der Wahl ei-
nes Weges zwischen z und y ab! Ist 71 (X, z) nicht Abelsch, so hat man keine
kanonische Wahl!

Definition 1.2.12 Fin topologischer Raum X, wegzusammenhdngend und des-
sen Fundamentalgruppe trivial ist, heisst einfach zusammenhingend.

Lemma 1.2.13 Seien [ “Bx Iy stetig. Hat man o ~ f3, so gilt f o o ~
fop.

Beweis. Ubung! m

Definition 1.2.14 Seien XY wegzusammenhdngende topologische Riaume, xy €
X und f: X =Y stetig. Gemdss Lemma 1.2.13 ist wohldefiniert die Abbildung

fo i m(X,m0) — m(Y, fzo),  fel{a)) :=(foa).
Bemerkung. Die Abbildung f. hingt auch von z( ab!

Theorem 1.2.15 Seien X, Y ,Z wegzusammenhdngend, o € X .

i) Sei f : X — Y stetig. Dann ist f. : m(X,z9) — m (Y, f(x0)) ein
Gruppenhomomorphismus.

ZZ) Man hat (ldx)* = idﬂ'l(X,(L‘[))‘

i11) Seien X Ty 2.z stetig. Dann gilt (g o ). = g« o f.

iv) Seien fo,f1 : X — Y homotope Abbildungen, F' : X x I — Y eine
Homotopie von fy nach fi und setze

yr il =Y, Yr(s) = F(zo, s)



(insbesondere ist yp ein Weg von fo(xg) nach fi(xg)). Dann kommutiert das
folgende Diagramm

71(X, 20) o 71 (X, fol0)) (1.1)

N iw)u

m1 (X, f1(0)).
Beweis. i) -iii) Ubung! iv) [3, S. 59ff]. =
Theorem 1.2.16 (Homotopieinvarianz) Seien X,Y wegzusammenhdingende to-
pologische Raume. Sind X und Y wvom gleichen Homotopietyp, so hat man fir

allexe X, yeY
m (X, z) ~m (Y, y).

Beweis. Da X und Y vom gleichen Homotopietyp sind, existieren stetige Ab-
bildungen f: X — Y, ¢g:Y — X sodass

idx ~go f (via G), idy ~ fog (via F).

Wir betrachten einen festen Punkt yo € Y und setzen zy := g(yo). Man hat
m (X, 20) 5 (Y, f(20)) 25 m(X, (g0 £)(@0))

und, aus Theorem 1.2.15 ii), iii), iv) folgt

gso fe=(g0 f)e = (va)s o (ldx)« = (va)s-
Da (v¢)y injektiv ist, ist auch f, injektiv. Anderseits haben wir

(Y, yo) L5 m1(X, ) L5 71 (Y, (o)

und &hnlich erhalten wir, dass (yr)s = fi« © g«. Da (yr)s surjektiv ist, ist auch
f« surjektiv. Somit haben wir gezeigt, dass f. : m(X,29) — m1 (Y, f(z0)) ein

Gruppenisomorphismus ist. Aus Corollar 1.2.11 folgt nun die Behauptung. =

Aus Theorem 1.2.16 und aus Proposition 1.1.17 schliessen wir

Corollar 1.2.17 Jeder zusammenziehbarer Raum ist einfach zusammenhdngend.
Insbesondere gilt m1(R™,0) = {e}. ®m

Bemerkung 1.2.18 (Ubung/) Sind X,Y topologische Riume und x € X,y €
Y, so gilt

7T1(X X Y? (l‘,y)) = 7T1(X,$) X 7T1(Ya y)
1.3 Uberlagerungen

In diesem Abschnitt sind alle topologische Rdume Hausdorffsch.



1.3.1 Definition und Beispiele

Definition 1.3.1 Sei X wegzusammenhdngend, lokal wegweise zusammenhdngend.
Eine Uberlagerung von X ist ein Paar (X ,p) bestehend aus einem wegzu-
sammenhdngenden, lokal weqweise zusammenhdngenden topologischen Raum X
und aus einer stetigen surjektiven Abbildung p : X — X, sodass die folgende
FEigenschaft erfillt ist:

fiir alle x € X existiert eine offene Umgebung U von x, sodass p~1(U) =
[oca die disjunkte Vereinigung der offenen Unterrdumen (Vio)aca von X st
und sodass fiir alle « € A ply, : Vo — U ein Homdéomorphismus ist.

Bemerkung 1.3.2 Sei o € A beliebig. Dann ist Vi, sowohl offen als auch ab-
geschlossen in p~1(U). Ist W ein zusammenhdingender Teilraum von p~1(U),
dessen Durchschnitt mit V,, nicht leer ist, so ist W in V,, enthalten.

Definition 1.3.3 Eine Uberlagerung (X,p) von X mit X einfach zusammenhingend
heisst universelle Uberlagerung von X.

Beispiel 1.3.4 Das Paar (R, p), wobei
p:R—SY,  pt) =¥,
ist eine universelle Uberlagerung des Kreises S*.
Beispiel 1.3.5 Das Paar (S™,p), wobei
p:S" — PR, (T, ey Tpg1) = [T, ooy Tt

ist eine Uberlagerung des reellen projektiven Rauwmes P"R (n > 1). Man be-
merkt, dass fir alle £ € P'"R, die Mdchtigkeit des Urbildes von & gleich 2 ist:
t(p~1(&)) = 2. Man sagt, dass p eine zweiblittrige Uberlagerung ist.

Bemerkungen i) Man schliesst, dass, fiir alle n > 1, PR zusammenhéngend
und kompakt ist. )
ii) Man kann zeigen, dass P!R homdomorph zum Kreis S! ist (Ubung}!).

1.3.2 Liftungen

Definition 1.3.6 Seien (X,p) eine Uberlagerung von X und f:Y — X stetig.
Eine Liftung von f ist eine stetige Abbildung f:Y — X, sodass das folgende
Diagramm kommutiert

X

A

Y —X

Problem: Gegeben sei f; wir wollen die Ezistenz und die Eindeutigkeit einer
Liftung studieren.

Theorem 1.3.7 (Eindeutigkeit) Se: (X',p) eine Uberlagerung von X und sei
Y zusammenhdngend und lokal zusammenhdngend. Sind fl, fg Y - X stetig,
sodass ~ R

(1) po fr=po fa,

(2) f1(yo) = fa(yo) fiir ein yo € Y,
so sind diese Abbildungen gleich.

10



Beweis. Sei B B
Z:={yeY|hly) = fly)} CY.

e Aus der Bedingung (2) folgt Z # (.

e Man betrachtet das Produktabbildung fl X fg .Y — X x X. Dann gilt
Z = (f1 x f2)"Y(A), wobei A := {(z,z)|z € X} das ”Diagonal”von X x X
ist. Da X Hausdorffsch ist, ist A abgeschlossen in X x X und somit ist auch Z
abgeschlossen in Y.

o Wir zeigen nun, dass Z offen in Y ist. Sei also z € Z und setze z :=
(po f1)(z) = (po f2)(2). Wir betrachten eine offene Umgebung U von z, wie in
der Definition einer Uberlagerung, p~1(U) = [[,, Va. Es existiert ag mit

filz) = fa(2) € Vo, =1 V.

Fiir i = 1,2 gilt z € (po f;)~'(U) offen. Da Y lokal zusammenhiingend ist,
existieren offene zusammenhéngende Umgebungen W7, W5 von z mit

W; C (po fi) H(U), Vi=1,2

f1, f2 sind stetig und somit sind fl(Wl), f2(Wo) zusammenhéngend in p~! (U).
Anderseits ist der Durchschnitt von fi(W;) und V' (bzw. fo(Ws2) und V) nicht

leer (warum?) und, gemiss Bemerkung 1.3.2 folgt, dass fi(W;) C V (bzw.
f2(W3) C V). Wir setzen nun

W .= W1 ﬁWQ;

W ist eine offene Umgebung von z. Es gilt fi (W) cV, fo(W) C V, pofi = pofs
und p|y ist injektiv. Wir folgern, dass fi|w = fa|w, d.h. W C Z. Somit haben
wir gezeigt, dass Z offen in Y ist.

e Da Y zusammenhéngend ist, schliessen wir Z =Y, d.h. fl = fg. ]

Theorem 1.3.8 (”Covering homotopy theorem”) Sei (X,p) eine Uberlagerung
von X und sei Y kompakt, zusammenhdngend. Seien f :Y — X und F :
Y x I — X stetig, sodass F(y,0) = (po f)(y) fiir alley € Y. Dann existiert und
ist eindeutig bestimmt eine stetige Abbildung

]*:’:YXI—>X,

sodass ) )
(1) poF =F (d.h. F ist Liftung von F),
(2) F(y,0) = f(y), Yy € Y.

Die Abbildung F kann stationdr betrachtet werden, d.h. fir alley € Y sodass
F(y,s) = konstant fir s € J (J Intervall)

gilt ~

F(y,s) = konstant fiir s € J.

Beweis. [3, S. 67fl]. m

Proposition 1.3.9 (Liftungen der Wege) Sei (X,p) eine Uberlagerung von X .
i) Sei o : I — X ein Weg, xo := «(0). Man wihlt &y € X fest, sodass
p(Zo) = xo. Dann existiert und ist eindeutig bestimmt ein Weg (Liftung von «)
a:l — )~(, sodass
poa=q, a(0) = Zp.
i1) Sind a, 3 : I — X Wege homotop relativ der Endpunkte und &, 8 Liftun-
gen mit &(0) = B(O), so sind &, 3 homotop relativ der Endpunkte.

11



Beweis. i) Die Eindeutigkeit folgt aus Theorem 1.3.7. Um die Existenz zu
zeigen, setzen wir

Y = {vo}, f3Y—>X7 f(yo) =%9, F:YxI—X, F(yog,t):= a(t).

Dann gilt

(po F(wo) = p((f(y0)) = p(&0) = o = (0) = F(o,0)

und somit kann man Theorem 1.3.8 anwenden. Sei F': Y x I — X die Liftung
von F' und sei

a:I—X, a(t) == F(yo,t).
Es ist nun leicht zu iiberpriifen, dass & der gesuchte Weg ist:
(pod)(t) = (po F)(yo,t) = F(yo, 1) = at),

a(0) = F(yo,0) = f(yo) = Zo-

ii) Wir betrachten F : I x I — X Homotopie relativ der Endpunkte von «
nach 3. Es gilt also

F(t,0)=a(t), F(t1)=p8(t), Vtel

F(0,s) = a(0) = 5(0), Vsel,
F(1,s) =a(l) =p(1), Vsel.

Gemaiss Theorem 1.3.8 angewendet fiir
Yi=1, a:I1—-X, F:IxI—>X

existiert F: I x [ — X Liftung von F' sodass

F(t,0)=a(t), Vtel

Anderseits ist F'(0, s) konstant fiir s € I und somit, wieder aus Theorem 1.3.8,
ist F'(0, s) konstant. Insbesondere gilt

F(0,5) = a(0) = 3(0), Vsel.

Ahnlich zeigt man, dass

F(1,s) =a(1) = 3(1), Vsel.

Es bleibt zu zeigen, dass F(t,1) = 3(t). Man hat die Wege

fiir die gilt R ~
(po F)(t,1) = F(t,1) = B(t) = (po B)(1),
Da der Weg f eine eindeutig bestimmte Liftung mit Anfangspunkt 5(0) besitzt,
folgt B ~
F(t,1) = p(t), Vtel.
Wir schliessen, dass F' eine Homotopie relativ der Endpunkte von & nach £ ist.
]
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1.3.3 Uberlagerungen und Fundamentalgruppe

Sei (X ,p) eine Uberlagerung von X. Wir untersuchen das folgende
Problem. Gibt es eine Beziehung zwischen 71 (X, %) und m (X, p(£))?

Proposition 1.3.10 Seien (X,p) eine Uberlagerung von X, & € X und setze
x :=p(Z). Dann ist }

pi i m(X,2) — m (X, x)
ein injektiver Gruppenhomomorphismus.
Beweis. Sei (&) € m1(X, %) sodass p,((&)) = (ez), d.h (poa) = (e,). Insbe-
sondere sind die Wege p o & und e, homotop relativ der Endpunkte. Anderseits
sind @ bzw. ez Liftungen von p o & bzw. e, und gilt

a(0) = ez(0) = .

Gemiiss Proposition 1.3.9 ii) sind & und ez homotop relativ der Endpunkte und
somit (&) =0in m(X,Z). m

Bemerkungen. i) Man kann zeigen, dass es eine Bijektion zwischen der Menge
der Linksiquivalenzklassen modulo p, (71 (X, %)) und der Faser p~!(p(&)) exi-
stiert [3, S. 68].

ii) Sind #;,#; € X sodass p(#1) = p(&2) =: z, so sind p, (71 (X, Z;)) und
P« (m1 (X, Z2)) konjugiert in 71 (X, z) [3, S. 74].

Definition 1.3.11 FEin topologischer Raum X heisst lokal einfach zusam-
menhingend, falls jeder Punkt © € X eine offene Umgebung V besitzt, sodass
jede Schleife o in V- mit «(0) = (1) = = zum konstanten Weg e, in X homotop
15t.

Theorem 1.3.12 Sei X wegzusammenhdngend, lokal wegweise zusammenhdngend
und lokal einfach zusammenhdingend. Sei x € X und H C m (X, z) eine Un-
tergruppe. Dann existiert eine Uberlagerung (X,p), sodass p.(m1(X,%)) = H,
wobei & € X mit p(Z) = x ist.

Beweis. o Wir erklédren zunéichst die Mengentheoretische Konstruktion des Be-
weises. Auf der Menge der Wege mit Anfangspunkt x

AUX,z):={a: I — X Weg; a(0) =z}

betrachtet man die Aquivalenzrelation =y

~ 3. a(1) = B(1)
@=n i { (ap™!) € H.

Die Aquivalenzklasse von a € Q(X, x) bzgl. 2y wird mit [o]g bezeichnet. Wir
definieren

X = Q(Xaf)/gH; p: X — X, p([a]y) = a(l).
e Sei weiter [a]y € X und U C X offen, mit (1) € U. Wir setzen
([a]z,U) == {[eB]z | B Weg in U mit 3(0) = a(1)} C X.

Auf X wird diejenige Topologie betrachtet, die alle ([a]z,U) und § als Basis
besitzt. ~ )
e Man zeigt (vgl. [3, S. 71ff]), dass p : X — X eine Uberlagerung ist. m

Corollar 1.3.13 Jeder topologischer Raum X wie in Theorem 1.5.12 besitzt
eine universelle Uberlagerung. m
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1.3.4 Gruppe der Deckbewegungen einer Uberlagerung

Definition 1.3.14 i) Die Uberlagerungen (Xl,pl), (Xg,pg) von X heissen iso-
morph falls es einen Homdomorphismus h : X, — X, mit paoh =py gibt; h
heisst Isomorphismus von Uberlagerungen.

ii) Eine Deckbewegung eciner Uberlagerung ist ein Isomorphismus von
(X,p) nach sich selbst.

Bemerkungen. i) Alle Deckbewegungen einer Uberlagerung (X, p) bilden die
Gruppe der Deckbewegungen (G(X,p),0). 5 }
ii) Sind (X1, p1) und (X2, p2) isomorph, so hat man G(X1,p1) ~ G(Xa,p2).

Theorem 1.3.15 Sei X wegzusammenhingend, lokal wegweise zusammenhdngend
und lokal einfach zusammenhingend. Sind (X1,p1), (X2,p2) Uberlagerungen
von X mit

P (w1 (X1, #1)) = p2, (11 (X2, 32))

fiir 7, € X1, T2 € Xo mit py (Z1) = p2(Z2), so sind sie isomorph.

Beweis. [3,S. 75]. =

Corollar 1.3.16 Sei X wie in Theorem 1.3.15. Dann sind je zwei universelle
Uberlagerungen von X isomorph. m

Definition 1.3.17 Eine normale Uberlagerung (regular covering space)
von X ist eine Uberlagerung (X, p), sodass fir einen (und somit fiir alle) & € X,
p«(m1(X,Z)) eine normale Untergruppe von w1 (X, p(Z)) ist.

Theorem 1.3.18 Sei (X7p) eine normale Uberlagerung eines wegzusammendngenden,
lokal weqweise zusammenhdngenden, lokal einfach zusammenhingenden topolo-
gischen Raumes X. Dann gilt fir alle z € X

G(X,p) =~ m(XP(2)/p, (n)(X, 7))
Insbesondere sind G(X,p) und die Faser p~'(p(&)) gleichmiichtig.

Beweis. Wir bezeichnen H := p*(m()i(,i;)) und z := p(Z). Gemaéss dem Ein-
deutigkeitssatz 1.3.15, diirfen wir als (X, p) den Raum konstruiert in Theorem
1.3.12 betrachten und & = [e,]y nehmen. Wir definieren

¢:m(X,x) = G(X,p), ()bl = [ablu

Wir untersuchen nun die Eigenschaften von ¢:
e Die Abbildung ist wohldefiniert. Seien zunichst (o) = (a1), [Blg = [1]u-
Dann

(@B)(1) = (a1B1)(1),
((aB)(1f1)™") = (BB Tar ) = (a)(BBr ) {ar) ™" = (BB ) € H,

also [af]g = [1 B1] . Es ist nun leicht zu sehen, dass ¢((a)) : X — X bijektiv
ist (¢((a™1)) ist ihre Inverse). Die Stetigkeit von ¢((a)) folgt aus

(¢((@)) ™" (81, U) = ¢(la™ ) (Bl U) = ([a ' B, U).

Man schliesst, dass ¢({a)) eine Deckbewegung ist.
e ¢ ist Gruppenhomomorphismus (Ubung!).
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e ¢ ist surjektiv: sei f € g(f(,p). Man hat f([e.]n) € X, also flexlr) =
[a]fr. Dann ist « Schleife um z, denn
a(1) =p([a]g) = (po f)(lez]n) = p(lex]n) = =

Insbesondere sind f und ¢({a)) Abbildungen von X nach X, fiir die gilt
pof=po¢({e)) =p,

o((@))les]n = f(lea]m) = [a]m-

Geméss Theorem 1.3.7 folgt ¢({a)) = f.
e Der Kern von ¢ ist H, denn

(@) ekerg & ¢((a)) =idg & o(()[Ble = [Bla Vflm <

Saf>2y f Ve (a) € H.

Die Aussage des Satzes folgt nun aus dem Isomorphiesatz. m

Corollar 1.3.19 Ist (X,p) eine (die) universelle Uberlagerung von X, so gilt
fir alle x € X

m(X,z2) 2 G(X,p). m

1.4 Beispiele

Als Anwendung zur Theorie der Uberlagerungen geben wir nun ein Paar Bei-
spiele.

1.4.1 Die Fundamentalgruppe des Kreises

Proposition 1.4.1 Die Fundamentalgruppe des Kreises S* ist (isomorph zu)
(Z,+).

Beweis. Eine universelle Uberlagerung von S' ist (R,p), wobei p : R — S!
p(t) = €2™. Es reicht also zu zeigen, dass die Gruppe der Deckbewegungen
dieser Uberlagerung isomorph zur Gruppe (Z, +) ist.

o Fiir jedes k € Z ist

fi :R—=R, fk(t)lzt—i-ki

eine Deckbewegung.

e Wir zeigen nun die Umkehrung: jede Deckbewegung dieser Uberlagerung
ist von dieser Form. Sei also f : R — R stetig, sodass p(f(t)) = p(t), d.h. f ist
stetig und gilt

e27\"£f(t) _ 627rit7 Yt € R,

d.h. f: R — R ist stetig und fiir alle t € R gilt f(t) —¢ € Z. Da Z diskret ist und
R zusammenhéngend ist, muss f konstant sein, also f = fj fiir £ € Z geeignet.
Die Abbildung
Z—)Q(R7p)7 k’_)fk

ist der gesuchte Isomorphismus. ®

Behauptung 1.4.2 i) Der Kreis S ist kein Retrakt von D?.
ii) Jede stetige Abbildung f : D* — D? besitzt einen Fizpunkt.
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Beweis. i) Wir bezeichnen mit i : S! < D? die Inklusion und sei p : D? — S!
ein Retrakt, d.h. p o4 = ids:. Man "wendet m; an” und erhélt das folgende
kommutative Diagram:

T (S, 1) —> 1 (D2, (1,0))

P
(idgl)* l
1 (Sl, 1)7

d.h. p, o i, = idz. Widerspruch, da i, die Nullabbildung ist (r1(D?, (1,0)) ist
trivial).

i) Nehme an f : D? — D? sei stetig und ohne Fixpunkt. Fiir z € D?
betrachte f(x) # 2 und schneide die Halbgerade [f(z)z mit S!. Man erhélt einen
Punkt bezeichnet p(x) auf S! und somit eine stetige Abbildung p : D? — St
mit p o4 = idg:, Widerspruch zu i). m

1.4.2 Die Fundamentalgruppe der Sphiren S" (n > 2)

Proposition 1.4.3 Fiir n > 2 ist die Sphdre S™ einfach zusammenhdngend.

Beweis. Siehe Kapitel 2, Corollar 2.3.2. =

1.4.3 Die Fundamentalgruppe der reellen projektiven Rdume

Proposition 1.4.4 i) Es gilt
1 (PR, z) ~ Z.
it) Fiir n > 2 hat man

7 (P"R,2) ~ Z/o.

Beweis. i) Der reelle projektive Raum P'R und der Kreis S' sind homéomorph.

ii) Gemiss Beispiel 1.3.5 und Corollar 2.3.2 ist, fir n > 2, p : S® — P"R
eine zweiblittrige universelle Uberlagerung. Anderseits sind die Faser iiber ei-
nem Punkt und die Gruppe der Deckbewegungen (in diesem Fall isomorph zur
Fundamentalgruppe) gleichmichtig (vgl. Theorem 1.3.18) und somit folgt die
Behauptung. =
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Kapitel 2

Simplizialkomplexe

2.1 Simplexen und Simplizialkomplexe

Erinnerung. Sei V' ein K-Vektorraum. Die Punkte zy,...,z, € V heissen in
allgemeiner Lage, falls die Vektoren 1 — xo, ..., 24 — ¢ linear unabhingig
sind. Aquivalente Bedingung ist:

q q
T:= {z;)\ﬂ?,p\z S K, ZO)\, = 1}

ist der minimale affine Unterraum von V, der zo, ..., z, enthalt.
Definition 2.1.1 Sei V' ein R-Vektorraum und xo,...,xq € V in allgemeiner
Lage.
i) Das offene Simplex mit den Ecken xy, ...z, ist
q q
0 = O(zg,...,zq) ‘= Z)\il'ip\Ow-w)\q > 0, Z)\l =1
i=0 1=0
und q heisst die Dimension von o. Wir sagen kurz, o sei ein g-Simplex.
ii) Das abgeschlossene ¢-Simplex mit Ecken xy, ...,z  ist
q q
T = 0(zq,...,.2q) ‘= {Z)\imip\o,...,)\qZQZ)\i=1}.
i=0 i=0

o= é—(zo,...,xq) = 6(x0,...,xq) \a(zo,...,rq)'

Bemerkungen. i) Als ¢g-Simplexen werden in diesem Kapitel die offene Sim-
plexen betrachtet!

ii) Es gilt: 7(4,,....2,) = Conv(zo,...,zq).

iii) Seien xg,...,x, € R? in allgmeiner Lage. Man versieht die Simplexen
O(0,...2q)1 O (0,...2q)s O (z0,...z,) Mit der Relativtopologie und erhélt Homdomorphismen

Definition 2.1.2 i) Ein Simplex T heisst Seite eines Simplexes o (1 < o)
wenn jede Ecke von T auch Ecke von o ist.
it) Eine Seite T von o mit T # o heisst eigentliche Seite (7 < o).
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Bemerkung. Es gilt

Definition 2.1.3 FEin Simplizialkomplex K in einem R-Vektorraum V st
eine endliche Menge von Simplexen in V, sodass

(i) jede Seite eines Simplexes aus K in K ist,

(i1) jede zwei verschiedene Simpleren aus K disjunkt sind.

Begriffe. Sei K ein Simplizialkomplex in R™.

i) Die 0-Simplexen heissen Ecken von K und die 1-Simplexen heissen Kan-
ten von K.

ii) Die Dimension von K ist

dim K := max{dimo|c € K}.
iii) Der Trager von K ist
K|:= | ) ocRr"
oceK

Auf | K| betrachten wir die Relativtopologie, die von der kanonischen Topologie
von R™ induziert wird.

iv) Fiir jedes © € |K]| existiert ein eindeutig bestimmtes Simplex aus K,
bezeichet mit Trg (x), sodass € Tri (z); es heisst das Trigersimplex von x
in K.

Beispiel 2.1.4 Jedes q-Simplex o liefert Simplizialkomplexe
K5 := {1 Simplex|T < o}, Ks = {1 Simplex|T < 0}
von Dimensionen q bzw. (¢ — 1). Man hat Homdomorphismen
|K5| ~ DY, |Ks| ~S771.

Definition 2.1.5 FEin topologischer Raum X heisst triangulierbar, wenn es
einen Simplizialkompler K existiert, sodass X homdomorph zu |K| ist. Jeder
solche K heisst Triangulation von X.

Bemerkung. Ein triangulierbarer Raum ist stets kompakt.

Beispiel 2.1.6 i) D9,S%"! sind triangulierbar.
ii) Jede kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit ist triangulierbar.
i11) Jede kompakte Fliche ist triangulierbar.
i11) Jede kompakte topologische 3-Mannigfaltigkeit ist triangulierbar.

2.2 Simpliziale Abbildungen

Lemma 2.2.1 Sei K ein Simplizialkomplez in R™. Jedes x € |K| hat eine
eindeutig bestimmte Darstellung der Form

q
x = E Ai,
=0

wobei .
To, .. g €K, Aoy Mg >0, Y N =1
i=0
xo,...,xq sind die Ecken von Tri(x).
Hat wmgekehrt x € R™ eine solche Darstellung und spannen xo, ...,z € K

ein in K liegendes Simplex auf, so liegt x in |K]|.
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Beweis. Ubung! m

Definition 2.2.2 Fine Abbildung ¢ : K — L zwischen Simplizialkomplezen
heisst simpliziale Abbildung genau dann wenn:

i) ¢ bildet die Ecken von K auf Ecken von L ab,

i) sind xo,...,xq € K die Ecken von o € K, so ist (o) € L das Simplex,
das von der Ecken in der Menge {¢(x0),...,¢(xq)} C L aufgespannt wird.

Bemerkung 2.2.3 i) Ist o eine Seite von T, so ist p(o) eine Seite von (7).
ii) Es gilt dim (o) < dimo.
i11) Ist p : K — L simplizial und dim K < dim L, so kann ¢ nicht surjektiv
setn.

Proposition 2.2.4 Fine simpliziale Abbildung ¢ : K — L induziert eine stetige
Abbildung || : |K| — |L]|,

q

q q
|<)0|(Z>\Z£L'Z):Z>\Z(p((£l), T, ..., Tq €K7 )\0,...7>\q>0, Z)\Z:].
=0 =0 =0

Beweis. [5,S. 75]. =

Definition 2.2.5 Es seien K, L Simplizialkomplexe und f : |K| — |L| eine
stetige Abbildung. Fine simpliziale Abbildung ¢ : K — L heisst simpliziale
Approximation von f, wenn gilt

lpl(z) € Trpf(x),  Voel|K|.

Proposition 2.2.6 Ist ¢ : K — L eine simpliziale Approzimation der Abbil-
dung f : |K| — |L|, so sind |¢| und f homotop.

Beweis. Fiir z fest hat man f(z),|¢|(z) € Trrf(x) und Trp f(x) ist konvex.
Somit erhélt man eine wohldefinierte Abbildung

PR x T— LI, Fla,s) = (1—5)f(x) + slel(@),
die eine Homotopie von f nach |¢| ist. m
Theorem 2.2.7 (Existenz einer simplizialen Approximation) Sei f : [K| — [L]|
stetig. Dann existieren ein Simplizialkomplex K mit
dim K = dim K, |K| = |K]|
und eine simpliziale Approximation von f
p: K — L.

Beweis. [5, S. 81ff] . m
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2.3 Anwendung
Theorem 2.3.1 Firr < n ist jede stetige Abbildung f : S" — S™ nullhomotop.

Beweis. Schrittl. Nehme an, f sei nicht surjektiv und betrachte yy & Imf.
Dann faktorisiert f als

s L s\ {yo} - 5™,

Da 8™\ {yo} zusammenziehbar ist (homdomorph zu R"), ist f nullhomotop (vel.
Bemerkung 1.1.7) und somit ist f = ¢ o f nullhomotop.

Bemerkung. Bei diesem Schritt haben wir die Voraussetzung r < n nicht
verwendet.

Schritt 2. Sei nun f : S” — S™ stetig beliebig. Man betrachtet die folgenden
Simplizialkomplexe

K =K; L:= K;

(zg,.y@pgpy)? I(yg,--Un+1)’

wobei zq, ..., ZTr+1 DZW. Yo, ..., Yn+1 in allgemeiner Lage sind. Insbesondere hat
man Homéomorphismen

k:|K|—S", l:|L] —S"
Es reicht also zu zeigen, dass die stetige Abbildung
gi=1" o fok:|K| - |L|

nullhomotop ist. Gemiiss Theorem 2.2.7 existieren K und p: K — L simpliziale
Approximation von g. Insbesondere sind, geméss Prop. 2.2.6, |¢| und g homotop
und somit sind [ o |¢| o k=1 und f homotop. Da

dimK =dimK =r < n=dimL,

kann ¢ nicht surjektiv sein (vgl. Bem. 2.2.3) und somit ist auch || nicht sur-
jektiv. Dann ist
lo|p|ok™t:S" — S

nicht surjektiv und, geméss Schritt 1, ist sie nullhomotop. Wir schliessen, dass
f nullhomotop ist. m
Corollar 2.3.2 Fiir n > 2 ist die Sphire S™ einfach zusammenhdngend.

Beweis. Eine Schleife a : I — S™ liefert eine stetige Abbilgung & : S' — S™ und
umgekehrt. Die Schleife « ist homotop relativ der Endpunkte zur konstanten
Schleife e, (g) genau dann wenn & nullhomotop ist. m
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Kapitel 3

Homologietheorie

3.1 Singulidre Homologiemoduln

Bezeichnungen.
i) Wir bezeichnen mit R*> die Menge aller reellen Folgen:

R := {(xn)n21|xn S R}v

und seien
Eo = (0,0,...,0,...) € R™,
B, = (1,0,...,0,...) € R™,
Ey:=(0,1,...,0,...) e R™®,... us.w..
Stillschweigend werden wir R™ mit (Ey, ..., E,)r identifizieren.

ii) Fiir jede natiirliche Zahl ¢ € N:={0,1,2,...} ist

Aq = 6(E0,...,Eq)

das standard abgeschlossene ¢-Simplex. In diesem Kapitel werden wir ins-
besondere mit abgeschlossenen Simplexen arbeiten!
iii) Seien P,...,P; € A Punkte eines affinen Raumes A. Wir bezeichnen
mit
(Po, ..., Fy)
die Einschrankung auf A, der eindeutig bestimmten affinen Abbildung
fRT— A, f(E;))=PF;,Vj=0,...,q

Zum Beispiel, falls A := R? und fiir alle ¢ = 0, ..., q betrachten wir P; := E;,
erhalten wir die Identitét (Ey, ..., E,) =: d;.

Definition 3.1.1 Fir g€ N\ {0}, i=0,...,q definieren wir

Fl: A1 — Ay, Fl:=(Ey,...,E;,...Ey), d.h.

i _ El, l<Z
Fo(Er) = { Ei, 1>

Beispiel 3.1.2 Fiir g = 1 erhdlt man zwei solche Abbildungen, ndmlich

FP) F! Ay — Ay, FP(Ey) = FE,, F!(Ey) = Ey.
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Lemma 3.1.3 FEs gilt
FloF] | =FloF.Z}, Vj<i.

Beweis. Man hat

; E; l<j
J _ )
Faa(By) = { Ey1, 127,
o By, <y
F;(ngl(El)): El+1, j1<l<i—1
El_;’_Q, Z - 1 S l
Andererseits
qi— _ l;‘l7 Z < Z - 1
F, 1(El)—{ B, i—1<1
‘ ' El, l<j
FIFZI(E) =% B, j<i<i-1

EH_Q, Z—lgl ]

Definition 3.1.4 Sei X ein topologischer Raum.

i) Ein (abgeschlossenes) singulires ¢-Simplex ist eine stetige Abbildung
o:A; — X.

it) Fiiri=0,...,q ist die i-te Seite von o definiert als

o) = o'qui A — X

Beispiel 3.1.5 Seien P, ..., P, Punkte des affinen Raumes A. Dann ist (P, ..., Py)
ein singuldres g-Simplez in A. Insbesondere ist 04 ein singuldres q-Simplex.

Bemerkung 3.1.6 Ein singuldres 1-Simplex ist ein Weg.

Seien X ein topologischer Raum und R ein Ring (kommutativ, mit Eins).

Definition 3.1.7 i) Fir jede natiirliche Zahl ¢ € N betrachtet man den freien
R-Modul erzeugt von allen singuldren q-Simplexen

Sq(X;R) = Z Vs0 | o singuldres ¢-Simplex

supp(Vs )o endlich

Ein Element von S¢(X; R) heisst singuldre ¢-Kette (mit Koeffizienten aus
R).
it) Man setzt S_1(X;R) := {0}.

Definition 3.1.8 i) Der Rand eines singuliren ¢-Simplexes o ist die

(¢ — 1)-Kette
q

0o = Z(—l)ia(i).

=0

i1) Der Rand einer singuliren ¢-Kette ist

8(2 VgO) 1= Z Vs0o.

i11) Der Rand eines 0-Simplexes ist do := 0.

Beispiel 3.1.9 ’L) a(EoEl) = (El) - (Eo)
1) O(EoE1Es) = (ErEs) — (EoE2) + (EgEr). Diese ist eine formelle Summe
von 3 Wege, aber keine Schleife!
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Somit erh#lt man fiir jedes ¢ € N einen R-Moduln Homomorphismus
0:S4(X;R) — S—1(X; R)
und eine Sequenz von R-Moduln und R-Moduln Homomorphismen
17} 17}
— 8+1(X5R) — Sg(X;R) — Sg—1(XG5R) — ...
Proposition 3.1.10 Es gilt 00 0 = 0.

Beweis. Es reicht die Aussage fiir ein singuldres g-Simplex o zu beweisen. Man
hat

q q q q—1
0(00) =Y (-1)'9(c") = (~1)'d(ooF}) =D (-1)"> (~1)oo(FioF] ) =
1=0 1=0 =0 7=0
= Z (—1)i+jao(F(joFg_1)+ (_I)Hjao(FéoFg_l) =
0<j<i<q 0<i<j<q
= Z (—1)l+kao(F;oFé_1)+ ( 1)1+JO'O(F;OF(§_1):
0<k<li<q 0<i<j<q
= Z (_1)k+l+10 o (Fé€ o Fé_l) + (_1)i+ja o (F; o Fg_l) =0.m
0<k<i<q 0<i<j<q

Definition 3.1.11 Fiir jede natiirliche Zahl ¢ € N definiert man:
i) den R-Modul der ¢-Zyklen

Zy(X; R) = ker(9),
it) den R-Modul der ¢-Rénder
By(X: R) = Tm(9),
i11) den g-te Modul Singularhomologie mit Koeffizienten aus R
Hy(X;R) := Z4(XsR)/p (x:R)

(wohldefiniert, gemdss Prop. 3.1.10 /).
i) Zwei Zyklen c1,co € Zy(X; R) heissen homolog falls c; —co € By(X; R).

Beispiel 3.1.12 (Die Homologie des Punktes) Wir betrachten den Raum beste-
hend aus einem Punkt X := {pt} und einen Ring R. Dann existiert fiir jedes
g € N ein eindeutig bestimmtes singuldres g-Simplex o, (gegeben von der kon-
stanten Abbildung) und somit

So({pt}: R) = {A-oyA € R} = R.

Es gilt:
Oa q = 0
dog = 0, g ungerade
0q—1, ¢ gerade,q > 0.
Somit folgt
‘R) = oy ) Sa({pth R), q ungerade
Zallpth; R) = B({pthi R) = { 0, q gerade, g > 0.
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Anderseits gilt
Zo({pt}; R) ~ R, Bo({pt}; R) = {0}.

Wir schliessen, dass

Ho({pt}; R) ~ R,
H,({pt}; R) = {0}, Vg>1.

Proposition 3.1.13 i) Seien f : X — Y stetig; R ein Ring. Fiir jedes ¢ € N
erhdlt man einen induzierten R-Moduln Homomorphismus

Sq(f) 1 S(X;R) — Sy(Y3R),  Sy(£)D_ve0) =Y ve(foo).
it) Es gilt
90 84(f) = Sy1(f) 0 0. (3.1)
i41) Man hat Sy(idx) = ids, (x;r)-
iv) Seien X Ly 4z stetig. Dann gilt

Sy(go f)=84(g) 0 Sy(f) m

Proposition 3.1.14 i) Seien f : X — Y stetig; R ein Ring. Fir jedes ¢ € N
erhdlt man einen wohldefinierten R-Moduln Homomorphismus

Hy(f): Hy(X; R) — Hy(Y; R),  Hy(f)([€]) == [Sq(/)(E)], [€] € Hy(X; R).
ZZ) Es gllt Hq(ldx) = iqu(X;R)'
i11) Seien X Ly %z stetig. Dann gilt
Hy(go f) = Hq(g) o Hy(f)-

Beweis. i) Fiir jedes q ist H,(f) wohldefiniert:
e Sei [¢] € H (X ; R), wobei € € Sy(X; R), 85 = 0 . Somit, geméss Gleichung
S

(3.1), gilt (90 S,(£))(€) = 0. 31805 (f)(f) Zq(Y; R).
e Falls [¢1] = [&], d.h. & — on (fiir n geelgnet) hat man

Sq(F)(&1) = Sq()(€2) = Sq()(On) = (8 0 Sg1a () (n),
also [S4(f)(€1)] = [Sq(f)(&2)]. =

Bemerkung. Sei 0 : A; — X ein singuldres ¢-Simplex. Dann, gemiss Prop.
3.1.13, erhdlt man eine induzierte Abbildung Sy(0) : Sq(Ay) — S¢(X) und es
gilt

Sq(0)(8q) = 0.

3.2 Homotopieinvarianz der Homologiemoduln
Notationen. Wir betrachten das Prisma A, x I, dessen Ecken sind
Ag = (Ep,0),..., 4, :=(E,,0); By:=(Ep,1),...,B;:=(E,1).

Wir setzen

P((Sq) = Eq:(—].) (A() A B q) € Sq+1(Aq X I; R)
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Beispiel 3.2.1 Man hat P((Sl) = (A()B()Bl) — (AOAIBI)-
Definition 3.2.2 i) Sei 0 : A; — X ein singuldres q-Simplex. Wir setzen
P(0) := Sg+1(0 x1d)(P(dy)) € Sq+1(X x I; R).

i1) Durch lineare Fortsetzung erhalten wir einen R-Modul Homomorphismus
(den Prismenoperator)

P:S,(X;R) — Sy+1(X x I R).

Bemerkung. Sei f: X — Y stetig. Dann
PoSy(f)=84+1(f xid)o P.

Notation. Fiir ¢ € [0, 1] setzt man

M X > X xI, M(z):=(z,0).
Lemma 3.2.3 FEs gilt

Pod+0900P =25, )-S5, ).
Beweis. [1, S. 45]. =
Theorem 3.2.4 Seien R ein Ring und f,g : X — Y homotope Abbildungen.
Dann gilt fir alle ¢ € N

Hy(f) = Hy(g) : Hy(X; R) — Hy(Y; R).

Beweis. e Sei I': X x I — Y eine Homotopie von f nach g, d.h. f = F o A,
g = F o A Es reicht zu zeigen, dass Hy(\g) = Hg(A1), denn

Hy(f) = Hy(F o Xo) = Hy(F) o Hy(Ao) = Hy(F') o Hy(M1) = Hy(g).
o Wir zeigen nun, dass Hy(Ao) = Hy(\1). Sei € € Zy(X; R), € = 0. Dann
(Hy (A1) = Hg(X0)) ([]) = [(Sq(A1) = Sq(X0))(§)] =
=[(Pod+00P)(E)] = [P0 +[0(PE)] =0.m

Theorem 3.2.5 Sind X,Y Homotopiedquivalent, so gilt fiir alle ¢ € N
H,(X;R) ~ Hy(Y;R).

Beweis. Seien f: X - Y, ¢g:Y — X sodass go f ~idx, fog~idy. Dann

Hy(g) o Hy(f) = Hq(idx) = idp,(x;r),  Ho(f) o Helg) = Hy(idy) = idp, (v:R),

d.h. Hy(f) ist ein Isomorphismus von H,(X; R) nach Hy,(Y;R). m
Corollar 3.2.6 Ist X zusammenziehbar, so gilt

Ho(X;R) ~ R,
Hy(X;R)={0}, Yg>1.m
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3.3 H 0 und H 1
Zunéchst untersuchen wir den R-Modul Hy(X; R) (R beliebiger Ring).

Proposition 3.3.1 Sei X = UyecaXa, wobei (Xo)aca die wegzusammenhingende
Komponenten von X sind. Dann existieren fir alle ¢ € N Isomorphismen

(i) Sq(X;R) ~ ©acaSq(Xa; R),
(i) Hq(X;R) ~ GacaHg(X; R).

Beweis. (i) Sei ¢ : A; — X ein singuldres ¢-Simplex. Da A, wegzusam-
menhéngend ist, existiert ein eindeutig bestimmtes ag € A mit o(A,) C Xq,.
Somit kénnen wir ¢ als singuléres ¢g-Simplex in X,,, (6 : Ay — X,,), auffassen.
Es folgt, dass jedes ¢ = )" v,0 € Sy(X; R) als

c= E Ca, WoODbei ¢y = E VgO

ca€Sq(Xa;R) 0(Ag)CXa
dargestellt werden kann. Der gesuchte Isomorphismus ist von
C (Coc)ozeA

gegeben.
(ii) Die Behauptung folgt aus (i) und aus der Tatsache, dass @ Komponen-
tenweise operiert, d.h. fiir ¢ = )" ¢, wie oben hat man

dc= > Oca, Oco €Sy_1(XaiR).m
Cnesq(Xa§R)

Theorem 3.3.2 Sei X wegzusammenhdngend. Dann gilt

Ho(X;R) ~ R.

Beweis.
e Da 0dlg,(x;r) = 0, hat man

Zo(X; R) = So(X; R) {Zuwxh/x eR,xe X}

e Wir beweisen nun die folgende
Behauptung. Sei ¢ = > v,z € Zy(X; R). Dann

CEBO(X;R)¢>ZVZ:O.

Beweis der Behauptung. "<” Sei x¢g € X fest. Fiir x € X betrachten wir
einen Weg o, : I — X von zg nach x (es existiert einen solchen Weg, da X
wegzusammenhéngend ist!). Anderseits, kénnen wir o, als 1-Simplex auffassen,
und es gilt 9o, = © — xp. Dann haben wir in Sy(X; R):

c:g szzg Ve(x —x0) = g v, 0(0,) = g VpOyg)-

"=" Sei ¢ = Y v, und wir nehmen an, ¢ = 9b, mit b = > u.7 € S1(X; R).

Dann
Zl/xz—c—ZuT —7'1))

Da die Darstellung von ¢ als Element von Sy(X; R) eindeutig ist, es folgt > v, =
0 und somit ist die Behauptung bewiesen.
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e Schliesslich definieren wir
¢: Z0(X;R) = R, 6> vex) =Y  va.

Es ist leicht zu {iberpriifen, dass ¢ ein surjektiver R-Moduln Homomorphismus
ist. Wir haben gerade gezeigt, dass ker¢p = Bo(X; R) und wir schliessen, dass
Hy(X;R) ~ Rgilt. m

Corollar 3.3.3 Sei X ein topologischer Raum. Dann ist Hyo(X; R) ein freier
R-Modul, mit genau so viele Erzeuger, wieviele wegzusammenhdngende Kompo-
nenten X hat. ®

Fiir die Untersuchung von Hj, betrachten wir nur Homologie mit Koeffizienten
aus Z.

Theorem 3.3.4 Sei (X,xzq) ein punktierter Raum.
(i) Es existiert einen (natiirlichen) Gruppenhomomorphismus

XX w0) — Hi(X5Z),  x((7) =[]

Wir haben mit () die Homotopieklasse (relativ der Endpunkte) der Schleife ~
bezeichnet und mit [y] die Homologieklasse des 1-Simplezes v (sogar 1-Zyklus,
da ~y Schleife!) bezeichnet.

(i) Ist X wegzusammenhingend, so ist x surjektiv und gilt

ke]."X = [7T1(X, (E()), T1 (X, {IT())].
Insbesondere hat man fiir einen solchen Raum X
Hl(X;Z) = ﬂ-l(X’IO)/[Wl(X,CL'())ﬂTl(X,IIJO)]-
Beweis. [1, S. 48] . =

Corollar 3.3.5 Sei X wegzusammenhdingend, vo € X. Ist m1(X,xo) Abelsch,
so gilt
Hl(X,Z) ~ ’/T1<X7£L'0).

Insbesondere hat man fir X einfach zusammenhdngend

H(X;Z)={0}.m
Beispiel 3.3.6 i) Es gilt H(R™;Z) = {0}.
i) Fiir die Sphdren gilt:
H,(S%7) ~ Z; H,(S™;7) = {0}, Vn > 2.
i11) Fir die reellen projektiven Rdaume gilt

H,(P'R;Z) ~ Z; H(P"R;Z) ~Z/o, ¥n > 2.
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3.4 Relativhomologie. Die exakte Homologiese-
quenz

3.4.1 Relative Homologiemoduln

In diesem Abschnitt betrachten wir Paare (X, A) bestehend aus einem topolo-
gischen Raum X und einem Teilraum A von X. Ein Morphismus von Paaren
f:(X,A) - (X',A) ist f: X — X' stetig mit f(A) C A’.

Definition 3.4.1 i) Wir setzen
Zy(X,A;R) :={c € S4(X; R)|0c € S4—1(A; R)}.

Ein Element c € Zy(X, A; R) heisst relativer ¢-Zyklus auf X mod A.
it) Wir setzen

By(X,A;R) :={c € S4;(X;R)|3 € Sy(A; R),3E € Sg41(X;R) s.d. e—c = 0¢}.
FEin Element ¢ aus By(X, A; R) heisst relativer ¢-Rand auf X mod A.

Es ist leicht zu zeigen, dass Z,(X, A; R) und B, (X, A; R) R-Moduln sind und
dass B4(X, A; R) C Z,(X, A; R). Somit kénnen wir definieren:

Definition 3.4.2 Der ¢-te relative Homologiemodul von X mod A ist
Hy(X, A; R) := Zo(X, A R) /B (X A: R).

Bemerkungen und Beispiele. i) Ist X ein topologischer Raum und A := 0,
so hat man

Zo(X,0:R) = Zy(X; R), By(X,0;R) = By(X;R), Hy(X,0;R) = Hy(X; R).
ii) Aus der Definition folgt, dass Sq(A; R) C By(X, A; R).

Proposition 3.4.3 Seien X wegzusammenhdingend und A C X mnicht leer.
Dann hat man fir jeden Ring R

Hy(X, A; R) = {0}.

Beweis. e Definitionsgeméss haben wir Z(X, A; R) = So(X; R).

e Es bleibt zu zeigen, dass Bo(X, A; R) = So(X; R). Sei ¢ € So(X, R), ¢ =
> vyx. Wir betrachten einen festen Punkt zg € A (moglich, da A nicht leer!)
und einen Weg o, von xy nach x. Dann

c= Z Ve = Z vg(z — o) + (Z Vg)To = (Z Vg)To + 8(2 VypOyg).
Anderseits gilt
O " va)zo € So(A;R), > va0a € S1(X;R)
und das zeigt, dass ¢ € Bo(X, A; R). m
Proposition 3.4.4 i) Sei f : (X, A) — (X', A") ein Morphismus von Paaren
und betrachte die induzierte Abbildung Sy(f) : Sq(X;R) — Sq(X';R) (q € N).

Da f(A) C A, gilt
Sq(f)(Sq(A; R)) C Sq(A/§R)-
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Insbesondere hat man
Sq(F)(Ze(X, A; R)) € Zg(X", AL R),  Sq(f)(By(X, A; R)) C By(X', A" R).
Somit induziert S, einen wohldefinierten R-Moduln Homomorphismus
H,(f): Hy(X,A;R) — Hy (X', A"; R).
i) Fiir jedes Paar (X, A) hat man Hy(id(x a)) = idm,(x,A;R)-
iii) Seien (X, A) N (X', A") L (X", A”) Morphismen von Paaren. Dann

Hy(go f) = Hy(g) o Hy(f).

Beweis. Ubung! m

Beispiel 3.4.5 i) Die Identitit von X induziert einen Morphismus von Paaren
j:(X,0) — (X, 4)
und fir jedes ¢ € N einen R-Moduln Homomorphismus
Hy(j) : Hy(X; R) — Hy(X, A: R).
i1) Die Inklusion von A in X induziert einen Morphismus von Paaren
i:(A,0) — (X,0)
und fir jedes ¢ € N einen R-Moduln Homomorphismus
H,(i) : Hy(A; R) — Hy(X; R).

Definition 3.4.6 Die Morphismen von Paaren f,q: (X, A) — (X', A") heissen
homotop (als Morphismen von Paaren) falls es eine Homotopie F : X x
I — X' von f nach g gibt, sodass F(Ax I)C A" gilt.

Definition 3.4.7 Die Paare (X, A),(X’, A’) heissen homotop falls es Mor-
phismen von Paaren f: (X, A) — (X', A"),g: (X', A") — (X, A) g¢ibt, sodass

fog~idxs a, go f~idx,a).
Beispiel 3.4.8 Man betrachtet

1
X:=D? A:=S' A .= {Z€D2|Z|>2}.

Dann liefern die kanonische Inklusion v : (X, A) — (X, A”) und

1
g: (X, A — (X, A), g(z):= . 1
T o S |Z| S 1
lz]" 2

eine Homotopiedquivalenz.
Die folgende Proposition ist dhnlich zum Theorem 3.2.5

Proposition 3.4.9 Sind die Paare (X, A) und (X', A") homotop, so gilt fiir
alle R und fir alle ¢ € N

H,(X,A;R)~ H (X', A;R). m
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3.4.2 Homologiesequenz

Hauptkonstruktion. Sei (X, A) ein Paar. Wir konstruieren nun den ” connecting”

Homomorphismus
0: Hy(X,A;R) — Hy—1(A; R).

Sei a = [¢] € Hy(X, A; R), wobei ¢ € Z,(X, A; R). Insbesondere hat man dc €
Sq—1(A4; R). Wir setzen
d([c]) == [0c] € Hy—1(A; R).

Wir zeigen nun, dass § wohldefiniert ist. Seien also ¢, € Z (X, A; R) mit
d:=c—c € By(X, A; R). Gemiéss der Definition haben wir

d=d + ¢, d € S,(A;R), £ € Sy41(X; R).
Dann gilt
Ic—)=0d=0d +9(0¢) = dd' € B;_1(4; R),

da d’ in S;(A; R) liegt. Somit sind [0c] und [0c] gleich als Elemente von H,_1(A; R).
Es ist leicht zu zeigen, dass § ein Homomorphismus von R-Moduln ist (Ubung!).

Warnung! Um die Bezeichnungen zu vereinfachen, haben wir alle Homologie-
klassen mit "/[-]” bezeichnet. Aus dem Kontext kann man schliessen, um welchen
Homologiemodul geht.

Die Beziehung zwischen dem ”connecting” Homomorphismus und den Homo-
morphismen aus dem Beispiel 3.4.5 wird in dem folgenden Satz beschrieben:

Theorem 3.4.10 (Exaktheit der Homologiesequenz) Seien (X, A) ein Paar
und R ein Ring. Dann ist die Homologiesequenz

e Hy (XA R) 2 Hy (A R) Y xR Y (X, A R) —
exakt.

Beweis. o Exaktheit in H,(A; R): zu zeigen ist Imd = kerH,(:). Sei [¢] €
H,11(X,A; R), wobei ¢ € Zg11(X, A; R) mit Oc € S¢(A; R). Dann

(Hy(2) 0 6)([e]) = Hy()([0¢]) = [Sq(i)(9e)] = [0¢] = 0.
Umgekehrt, sei [c] € Hy(A; R) (¢ € Zy(A; R)) mit H,(7)([c]) = 0 in Hy(X; R).
Dann
0= Hy()([d]) = [Sy(1)(¢)] = [d],
in Hy(X:R), also existiert & € Sg41(X;R) sodass ¢ = 0. Insbesondere ist
€ Zy1(X,A;R) und
5([¢) = [9¢] = [¢]

in H,y(A; R), also [c] € ImJ.

e Exaktheit in Hy(X; R): zu zeigen ist ImH, (i) = kerHy(j). Einerseits ist
H,(j) o Hy(i) die Nulllabbildung und das impliziert ImH, (i) C kerH,(j). Sei
weiter [¢] € Hy(X; R) sodass Hy(j)([c]) =0, d.h. [Sq(j)(c)] =0 in Hy(X. A; R).
Es existieren also ¢ € S4(A4; R) und £ € S;(X; R) mit

Sq(§)(e) =" + 0¢.
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Insbesondere hat man die folgende Gleichheit in H,(X; R)

[c] =[] = Hq(i)([¢']) € TmH,(d).

o Exaktheit in H,(X, A; R): zu zeigen ist ImH,(j) = kerd. Sei zunéchst
[c] € Hy(X; R), wobei ¢ € S¢(X; R) und dc = 0. Dann

(0.0 Hy(j))(c) = 6([c]) = [0¢] = 0.

Sei weiter [¢] € Hy(X,A; R) (d.h. ¢ € Sy(X,R), sodass dc € S;(A; R)) mit
d([c]) = 0. Dann, definitionsgemaéss, [0c] = 0 in H,_1(A; R), also existiert ¢’ €
Sq(A; R) mit Oc = 9¢’. Betrachte nun c—¢’ € Z,(X; R). Man hat in H,(X, A; R

Hy(j)([e = ) = [e = <] =[],
denn ¢ € S;(A;R) C By(X,A;R). m

Corollar 3.4.11 Sei (X, A) ein Paar mit A zusammenziehbar.
i) Fiir alle ¢ € N, g > 2 ist

Hy(j) : Hy(X; R) = Hy(X, A; R)

ein Isomorphismus.
i1) Falls X wegzusammenhdngend ist, gilt diese Aussage auch fiir ¢ =1.

Beweis. i) Wir betrachten die exakte Homologiesequenz

— Hy(A;R) — Hy(X;R) ™ H (X, A;R) — H, 1(A;R) — ---.
Fiir ¢ > 2 hat man
H,(A; R) = {0}, Hy1(A; R) = {0}

(A zusammenzichbar, vgl. Corollar 3.2.6) und somit ist H,(j) ein Isomorphis-
mus.

ii) Wir kénnen annehmen, A # § (fir A = () ist die Aussage offensicht-
lich wahr). Da X wegzusammenhéngend ist, haben wir Ho(X;R) ~ R und,
gemiss Proposition 3.4.3 gilt Hy(X, A; R) = {0}. Da A zusammenziehbar ist,
gilt Hy(A; R) ~ R, Hi(A; R) = {0}. Wir schreiben nun die letzte Termen der
Homologiesequenz

Hy(A:R) — Hy(X: R) 2L 1, (X, 4 R) — > Hy(A; R) 2L Hy(X; R) — = Ho(X, A; R)

-k R P & -

{0} Hy(X; R) YL 1, (X, A R) R R (0}

Einerseits gilt Hi(A; R) = {0} und somit ist Hy(j) injektiv.
Andererseits ist H(¢) ein Isomorphismus (warum?). Wir verwenden nun zwei-
mal die Exaktheit:

Imd = kerHy (i) = {0},

und, folglich,
ImH, (j) = kerd = H1 (X, A; R),

d.h. Hy(j) ist surjektiv. m

31



3.4.3 Beispiel
Wir betrachten

X :=D"={(21,...,zn) ER"zi +...+22 <1}, A=S"'CX

und wir beschreiben die relative Homologiemoduln H,(D",S"~!; R).
e ¢ > 2 In der exakten Homologiesequenz

- — Hy(D";R) — Hy(D",S" 1 R) — Hy_1(S""; R) — H,1(D™; R)
haben wir, da D" zusammenziehbar ist, H,(D™; R) = H,_1(D"; R) = {0}.
Somit folgt

H,(D",S" % R)~H, {(S""5R) Vqg>2. (3.2)

e ¢ = 1 Wir betrachten die letzten Termen der Homologiesequenz

- — H\(D";R) — Hy(D",S" ", R) —
s Hy(s" Y R) % By (D™ R) — Hy(D",S" %, R) — 0.
Man hat Hy(D"; R) = {0}, Ho(D"; R) ~ R und, gemiss Proposition 3.4.3, gilt
Ho(D?,S"1; R) = {0}. Aus der Exaktheit der Homologiesequenz schliessen wir,
dass
Hy(D",S"'; R) ~ ker(Hy(i)) = ker (Ho(S"'; R) — Ho(D™; R)).

Nun unterscheiden wir 2 Fille:
Fall 1. n > 1. Dann Hy(S" ; R) ~ R. In diesem Fall ist H(i) ein Isomorphis-
mus (warum?) und somit

H,(D",S" ' R) = {0}. (3.3)

Fall 2. n = 1. In diesem Fall besteht S aus 2 Punkten, S° = {41} und somit
hat man Hy(S"; R) ~ R® R. Es gilt ker(H(i)) ~ R (warum?) und wir schliessen

H,(D',S° R) ~ R. (3.4)
e ¢ = 0 Gemiiss Proposition 3.4.3 haben wir

Ho(D",S" % R) = {0}.

3.5 Ausschneidungssatz
Definition 3.5.1 Seien X ein topologischer Raum, U C A C X. Die Inklusion
(X \U,A\U) < (X, A)
heisst Ausschneidung falls fiir alle R, fiir alle ¢ € N die Abbildung
H,(t): H(X\U,A\U;R) — Hy,(X,A;R)
ein Isomorphismus ist. Man sagt, dass U ausgeschnitten werden kann.

Theorem 3.5.2 (Ausschneidungssatz) Seien X ein topologischer Raum und
UCAcCX. Ist die Bedingung

UcA (3.5)

erfillt, so kann U ausgeschnitten werden.
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Beweis. [1, S. 60ff], [5, S. 229ff]. m

Definition 3.5.3 Ein Paar (Y,B) < (X, A) ist Deformationsretrakt von
(X, A) falls es einen Morphismus von Paaren p : (X, A) — (Y, B) existiert,
sodass

pot=idy,p), top~idx, -

Corollar 3.5.4 Seien
VcUcCcACX.

Man nimmt an:

(i) V' kann ausgeschnitten werden,
(i) (X \ U, A\ U) ist Deformationsretrakt von (X \ V, A\ V).

Dann kann U ausgeschnitten werden. m

3.6 Die Homologie der Sphiren

Als Anwendung zum Ausschneidungssatz, berechnen wir die Homologie der
Sphéren.
Notationen.

H = {r €Sz, >0},

H, ={x e S"|zp41 <0},
H ~i={z e Sz, <0}
Bemerkungen. Man hat:
HfUH, =8,
HY ~ H, ~ D" (homdomorph),
H N H, ~S"! (hombomorph).
Lemma 3.6.1 Sein > 1. Dann ist
(Hf,S"™h) — (8", Hy)
eine Ausschneidung.
Beweis. Wir setzen
X:=8", A:=H,, U::I;TT_L.

Man hat
X\U=H A\U~s§"!

— o
und zu zeigen ist, dass U ausgeschnitten werden kann. Da U nicht in A enthalten
ist, betrachtet man

1
V.= {x €S xpt1 < 2}.

Dann: .

(i) Offensichtlich gilt V' CA, d.h. V kann ausgeschnitten werden (gemiiss
Ausschneidungssatz 3.5.2).

(ii) Man zeigt, dass (H,[,S""1) — (S*\ V, H,, \ V) ein Deformationsretrakt
ist.
Geméss Corollar 3.5.4 kann U = I} ,, ausgeschnitten werden. m
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Theorem 3.6.2 Sei R ein Ring. Dann gilt

. 0. -~ R (5) R, q = 0
Q Hy(S5 1) = { {0}, sonst.

(i) Sein > 1. Dann

n. Y R, g=0undg=n
Hq(S™ R) =~ { {0}, sonst.

Beweis. (i) Man hat S = {41} und die Aussage folgt aus Proposition 3.3.1
und Beispiel 3.1.12.
(ii) @ Wir behaupten zuniichst, dass fiir ¢ > 2 gilt

H,(S™R)~ H, (S" '} R).
Némlich, gemiss Corollar 3.4.11 i), Lemma 3.6.1 und (3.2) gilt
Hy(S"; R) =~ Hy(S", Hy s R) =
~ H,(H,S" % R)~ H,(D",S" % R)~ H, (S5 R).
e Aus Corollar 3.4.11 ii), Lemma 3.6.1 und (3.3) bzw. (3.4) folgt

Hy(S™;R) ~ H,(S",H, ;R) ~ H,(H;,S" ' R) ~

~ n gn—1, ~ {O}a n>1

e Wir beweisen nun die Behauptung des Satzes durch Induktion nach n.
Fiir n = 1 hat man:

Hy(SY; R) ~ R, H,(S% R)~R
und fiir ¢ > 2 gilt
H,(S*; R) ~ H,—1(S% R) = {0}.

Sei nun n > 2. Wir nehmen an, die Aussage sei wahr fiir die Sphiire S”~!. Dann
hat man
Hy(S™;R) ~ R, H,(S™; R) = {0}

und fiir 2<g<n-—1odern+1<q gilt
H,(S™;R) ~ H,—1(S"™ % R) = {0}.
Schliesslich hat man fiir g = n

H,(S";R)~H, 1(S""%R)~R. =

Corollar 3.6.3 Die Sphire S"~! ist kein Deformationsretrakt von R™. m
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3.7 Die Mayer-Vietoris Sequenz

Wir betrachten nun Tripeln der Form (X, X1, X5), mit X topologischer Raum
und X7, Xy TeilrAume von X. Die Inklusionen von X; bzw. X5 in X; U X5
induzieren Morphismen von Paaren

ki (X, XiNnXs) — (X1 UXo, Xo), ko:(Xo,X1NXs) — (X1UXy, Xy).
Man bemerkt, dass
(X1, X1 NX2) = (X1 UX2) \ W, Xo \ W), wobei W = X5\ (X1 NXy),
(X2, X1 NXo) = (X1 UXo)\ W, X1\ W), wobei W/ = X7 \ (X1 N X3).

Definition 3.7.1 Das Tripel (X, X1, X2) heisst exakt wenn ki, ke Ausschnei-
dungen sind.

Bemerkung. Sei X = X; U X5, mit Xy, Xo C X offen. Dann ist das Tripel
(X, X1, X2) exakt. Namlich setzt man

X = X1 UX27 A= )(27 W .= Xg\(Xl ﬂXQ)

Dann ist W abgeschlossen in A = X5 und somit gilt W =W C A :131, Gemaiss
Theorem 3.5.2 kann W ausgeschnitten werden, d.h. & ist eine Ausschneidung.
Ahnlich zeigt man, dass ks eine Ausschneidung ist.

Beispiel 3.7.2 Gemdss Lemma 3.6.1 ist das Tripel (S™, Hf, H,,) exakt.

Notationen. Sei nun (X, X, X3) ein exaktes Tripel mit X = X; U X5 und sei
A= Xl N X2.

i) Seien m; : A — Xy,my : A — X, die kanonische Inklusionen. Man
definiert

®: Hy(A;R) — Hy(X1; R) ® Hy(X2; R),  ®(a) := (Hg(m1)(a), —Hg(m2)(a)).
ii) Seien t1,t2 die Inklusionen von X; bzw. X5 in X. Wir setzen
U : Hy(X1; R)®Hy (X2 R) — Hy(X; R), V(an,a) = Hy(u1)(ar)+Hg(2)(a2).

iii) Fiir ¢ = 1,2 betrachten wir die kanonischen Morphismen von Paaren
si : (X,0) — (X, X;) und sei §; der ”connecting” Homomorphismus assoziiert
zum Paar (X, X;) (vgl. Abschnitt 3.4.2). Man zeigt ([1, S. 73{]), dass

82 0 Hy(ko) ™" 0 Hy(s1) = —61 0 Hy(k1) ™" o Hy(s2)
und definiert
A:Hy(X;R)— Hy—1(A; R), A =650 Hy(ko) ™' o Hy(sy).
iv) Nun kénnen wir die Mayer-Vietoris Sequenz cinfiihren:

v

- — Hy(A; R) -2 Hy(X); R)®H,(X2; R) —5 Hy(X; R) = Hy_1(A;R) — -

(3.6)

Theorem 3.7.3 Sei (X, X1, Xs) ein exaktes Tripel mit X = X; U X5 und sei
A := X1 N Xa. Dann ist die Mayer-Vietoris Sequenz (3.6) exakt.

Beweis. [1, S. 74f]. m
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3.8 Die Homologie der projektiven Riume

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Homologie der projektiven Rdume. Wir
geben nur die Ergebnisse, ohne Beweise (es wurden Begriffe gebraucht, die wir
nicht eingefiithrt haben). Details kénnen, z.B., in [1, S. 90ff] gefunden werden.

Proposition 3.8.1 Sei R ein Ring. Fs gilt

ne. py o J 10}, ¢ > 2n oder q ungerade
Hq(P"C; R) =~ { R, ¢ gerade und 0 < g < 2n.

Beweis. [1, S. 90]. m

Notationen. Sei R ein Ring. Wir bezeichnen mit £2/9 den Quotientenring 1/ (2)
und mit Ry den Ring
Ry:={x € R|2 -z =0}
Beispiele i) Z; = {0}.
ii) (Z/2)2 = Z/A2~A
iii) (Z/4)2 = {0,2}.
Proposition 3.8.2 Sei R ein Ring. Es gilt

0, qg>n

R, ¢=0und g =n (falls n ungerade)
R/q, g ungerade und 1 < ¢<n-—1
Rs, q gerade, 1 < g <n.

H,(P"R;R) ~

Beweis. [1, S. 90f]. m

Beispiel 3.8.3 Wir betrachten den Fall
R:=12%/9.
Dann (Z/9)y = Z/9 und (2/2)/2 =1Z/9. Es gilt fiir allen > 1

Z n
{15

Beispiel 3.8.4 Wir betrachten nun
R:=Z.
In diesem Fall Zy = {0}. Wir beschreiben konkret die Fille n =1,2,3.
i)n=1.

H,(P'R; Z) :{ Z 4=04=1

{0}, sonst.
(Das Ergebniss ist schon bekannt, da P'R ~ S'/).

i) n = 2.

Z, q=0

H,(P*R;Z) ~{ Z/9, q=1

{0}, ¢=>2.
i) n = 3.

Z, q=0

Zjg, q=1

Hy(P°R;Z) ~ { {0}, q=2

Z, q=3

{0}, ¢=4.
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3.9 Bettizahlen. Die Eulersche Charakteristik

Fiir gewisse topologische Riaume X ist, fur alle ¢ > 0, H,(X;Z) ein endlich
erzeugter Z-Modul (also eine endlich erzeugte Abelsche Gruppe). In diesem Fall
heisst

Bq(X) = rg(Hy(X;2))

die ¢-te Bettizahl von X. Sei X ein topologischer Raum, sodass die Bettizah-
len wohldefiniert und fast alle null sind. Dann heisst die alternierende Summe

X(X) =Y (=1)964(X)

q

die Eulersche Charakteristik von X. Details konnen, z.B.; in [1, S. 99ff]
gefunden werden. Wir geben nun ein Paar Beispiele.

Beispiel 3.9.1 Wir betrachten X := R"™ (wegen Homotopieinvarianz gilt das-
selbe Ergebniss fir X zusammenziehbar). Dann

Bo(R™) =1, B,(R") =0, Vg =1 x(R") = 1.
Beispiel 3.9.2 Sei nun X :=S"™. Dann

Bo(S™) =1, Bn(S™) =1, B4(S™) = 0 sonst.
Es folgt, dass

ny _ J 0, m ungerade
X(8 )_{ 2, n gerade.

Beispiel 3.9.3 Die Eulersche Charakteristik des komplexen projektiven Raum-
es P"C ist x(P"C) =n + 1.

Beispiel 3.9.4 Die Eulersche Charakteristik des reelen projektiven Raumes ist

0, n ungerade
1, n gerade.

MWMZ{
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Anhang A

Zusammenfassung
mengentheoretische
Topologie

Zunéchst geben wir eine Liste von Grundbegriffen der mengentheoretischen To-
pologie. Details kann man, z.B., in [2] finden. In bezug auf das Thema Zusam-
menhang geben wir Definitionen und Ergebnisse, die in diesem Skript mehrmals
verwendet werden. Um Bezeichnungen festzulegen, beschreiben wir schliesslich
ein Paar Konstruktionen von neuen topologischen Rdumen aus alten: Teilrdume,
Produkte und Quotienten.

Definition A.0.5 Topologischer Raum (X, 7), offene (bzw. abgeschlossene)
Teilmengen, Umgebung, Randpunkt, Rand, Innere, abgeschlossene Hiille.

Beispiel A.0.6 i) Die triviale Topologie Tiyiviai auf einer Menge X .
i1) Die diskrete Topologie Ty;iskret auf einer Menge X .
iii) Die kanonische Topologie Teqpn auf R™ bzw. auf C™.

Definition A.0.7 Stetige Abbildung, Hom&omorphismus.
Definition A.0.8 Groébere, feinere Topologie.

Definition A.0.9 i) Basis, Subbasis einer Topologie.
it) Umgebungsbasis eines Punktes.

Definition A.0.10 Das erste und das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.
Definition A.0.11 Hausdorffscher Raum.

Definition A.0.12 Kompakter topologischer Raum.

A.1 Zusammenhang

Definition A.1.1 FEin topologischer Raum (X, T) heisst zusammenhingend,
genau dann wenn nur , X gleichzeitig offen und abgeschlossen in X sind.

Definition A.1.2 FEin Weg in einem topologischem Raum (X,T) ist eine ste-
tige Abbildung
a: ([0,1], Zean) — (X, 7).
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Definition A.1.3 i) Fin topologischer Raum (X, T) heisst wegzusammenhéngend,
falls fiir alle xo,x1 € X ein Weg von x¢ nach xy existiert.

it) Fin topologischer Raum (X, T) heisst lokal wegweise zusammenhéingend
genau dann wenn, fir alle x € X und fir jede Umgebung U wvon X, eine
wegzusammenhdngende Umgebung V C U von x existiert.

Bemerkung. Beziehungen zwischen diesen Begriffen kann man in [3, S. 52, S.
62] finden.

Lemma A.1.4 (?Glueing Lemma”) Seien (X, T) , (Y,U) topologische Riume;
A1, Ay C X beide offen (oder beide abgeschlossen), sodass X = A U Ay. Seien
fi: A; =Y, i =1,2 stetige Abbildungen, sodass

filaina, = falaina,-

Dann ist

e {4 124

wohldefiniert und stetig.
Beweis. ® Da fi1]|4,n4, = f2|A,n4,, ist f wohldefiniert.
e Wir zeigen nun, dass f stetig ist, falls Ay, A5 beide offen sind. Falls A;, Ay

beide abgeschlossen sind, ist der Beweis @hnlich (Ubung!). Sei also D C Y offen.
Dann

F7HD) = [FHDIN(AUAL) = (FHD) N ANU(fH(D) N Az) = fT {(D)Uf5y (D).

Fiir i = 1,2 ist A; C X offen und somit ist f; '(D) C A; offen. Es folgt, dass
f7 (D) offen in X ist . Wir schliessen, dass f~!(D) offen in X ist. m

(3

A.2 Teilrdume, Produkte, Quotienten

A.2.1 Relativtopologie auf Teilrdumen

Sei (X, Tx) ein topologischer Raum und sei Y C X. Man setzt
Ty = {YﬂD‘D S Tx}

Es ist leicht zu iiberpriifen, dass (Y, 7y ) ein topologischer Raum ist. 7y heisst
Relativtopologie.

Bemerkung. Die Topologie 7y ist die grobste Topologie auf Y, fiir die die
Inklusion iy : Y — X stetig ist.

Beispiel A.2.1 Sei n > 1. Man versieht R™ mit der kanonischen Topolo-
gie Tean. Die folgende Teilrdume von R™ werden mehrmals in diesem Skript
erwdhnt:

i) "= {(z1,...,2,) R 2T 4 ... + 22 =1},
11) B" :={(z1,...,7,) € R 23 4+ ... + 22 < 1},
141) D™ = {(21,...,2,) ER" 22+ ... + 22 <1}
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A.2.2 Produkte topologischer Ridume

Seien (X;,7;) topologische Raume (i = 1,2). Wir definieren die Produkttopo-
logie auf X; x X, wie folgt:

W cC X; x Xo

heisst offen in der Produkttopologie, falls fiir alle (x1, z2) € X1 x X5 (offene)
Umgebungen U; bzw. Uy von x1, bzw. x5 existieren, sodass Uy x Us C W.

Bemerkung. Diese Topologie ist die grobste Topologie auf X7 x Xo, fiir die die
kanonische Projektionen pr; : X7 x Xo — X; stetig sind.

A.2.3 Quotienten

Sei (X, 7x) ein topologischer Raum und sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X.
Wir bezeichnen mit [x] die Aquivalenzklasse von z, mit X /., die Menge der
Aquivalenzklassen und mit

X — X/, m(x) = [z]

die kanonische Projektion. Auf X /., definiert man die Quotiententopologie
TX/ durch

Ty, ={Uc X/ |n Y U)c T}
Bemerkung. Die Quotiententopologie ist die feinste Topologie auf X /., fiir
die 7 stetig ist.

Beispiel A.2.2 Sei K € {R,C}. Wir versehen R™ bzw. C™' mit der kano-
nischen Topologie. Auf K"\ {0} hat man die Aquivalenzrelation

x e~y IXe K\ {0}, sodass y = \x.
Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit
P'K = K"\ {0}/,

bezeichnet und heisst der n-dimensionale projektive Raum iiber K.
Insbesondere tragen P"R bzw. P"C eine Quotiententopologie, die von der
Relativtopologie von R™ 1\ {0} bzw. C"*1\ {0} induziert wird.
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