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Functii de o variabila complexa

Formula integrald a lui Cauchy (cazul unei variabile)

Teorema (formula integrala Cauchy-Pompeiu) Fie Q C C
deschis si marginit si cu frontiera 9) reuniune finita de curbe
Jordan de clasi Ct. Fie f € C}(Q). Pentru orice z € Q are loc
egalitatea

f(z) = 1/8 QD 4oy ! of d{ A d{

=5 [ ==

aC—2z 2mi Jo ¢ C(—z

Corolar. Dac3 f este olomorfd, atunci pentru orice z € €2

1 (<)
f(z)_zm_/mc_zdg.
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Functii de o variabila complexa

Rezultate importante demonstrate pe baza formulei lui
Cauchy

» f olomorfa < f analitica.
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Functii de o variabila complexa

Rezultate importante demonstrate pe baza formulei lui
Cauchy

> f olomorfd < f analitica.
» Principiul de identitate / principiul prelungirii analitice.
> Principiul de maxim.
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Functii de o variabila complexa

Rezultate importante demonstrate pe baza formulei lui

f olomorfd < f analitica.

Principiul de identitate / principiul prelungirii analitice.
Principiul de maxim.

Propozitie (Lema lui Poincaré pentru operatorul 0) Fie Q
ca n ipotezele de la Teorema lui Cauchy si fie g € C*(Q).
Functia f : Q — C datd de, pentru z € Q de

f(z 2m/<_ d¢ A de

este bine definitd, C*° pe Q si verificd egalitatea

of

9z =&
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Functii de n variabile complexe

Cazul general

» Formula lui Cauchy.
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Cazul general

» Formula lui Cauchy.
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Functii de n variabile complexe

Cazul general

» Formula lui Cauchy.
» f olomorfd < f analitica.

» Principiul de identitate / principiul prelungirii analitice.
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Functii de n variabile complexe

Cazul general

>

Formula lui Cauchy.

f olomorfd < f analitica.

v

v

Principiul de identitate / principiul prelungirii analitice.

v

Principiul de maxim.
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Functii de n variabile complexe

Cazul general

>

Formula lui Cauchy.

f olomorfd < f analitica.

v

v

Principiul de identitate / principiul prelungirii analitice.

v

Principiul de maxim.

v

Lema lui Poincaré pentru operatorul 9.
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Functii de n variabile complexe

Cazul general

>

Formula lui Cauchy.

v

f olomorfd < f analitica.

v

Principiul de identitate / principiul prelungirii analitice.

v

Principiul de maxim.

Lema lui Poincaré pentru operatorul 9.

v

v

Diferente: Teorema lui Hartogs.
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Teoremele lui Weierstrass

Pregatiri

» Cadru de lucru si conventii:
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Teoremele lui Weierstrass

Pregatiri

» Cadru de lucru si conventii:
» C", coordonate z = (z1, 22, ..., Z5)
> se noteazd z' = (z1,...,25-1)
» se lucreazd n jurul lui O
» Lema Fie f olomorf3 in jurul originii, f # 0. Exist3 o alegere
a sistemului de coordonate z;, z, ..., z, astfel ca f s3 nu fie
identic nula pe axa z, = 0. Tn particular, pentru aceasta
alegere a sistemului de coordonate, exista un s > 0 astfel ca
(0, z,)/z; sd aibd limit3 finitd, nenuld, pentru z, — 0.
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Teoremele lui Weierstrass

Pregatiri

» Cadru de lucru si conventii:
» C", coordonate z = (z1, 22, ..., Z5)
> se noteazd z' = (z1,...,25-1)
» se lucreazd n jurul lui O
» Lema Fie f olomorf3 in jurul originii, f # 0. Exist3 o alegere
a sistemului de coordonate z;, z, ..., z, astfel ca f s3 nu fie
identic nula pe axa z, = 0. Tn particular, pentru aceasta
alegere a sistemului de coordonate, exista un s > 0 astfel ca
(0, z,)/z; sd aibd limit3 finitd, nenuld, pentru z, — 0.
> (ldee de demonstratie: Existd o multime dens3 de vectori v
pentru care functia t — f(tv) s nu fie identic nul3; se alege
un sistem de coordonate pentru care un astfel de v este egal
cu (0,0,...,1).)
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Teoremele lui Weierstrass

Notiunea de polinom Weierstrass

» Polinom Weierstrass de grad s in z,: este un polinom de

forma
S
P(Z z)=zy+a(Z)zg t + ..+ as(Z) =) a2z,
k=0
unde:
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Teoremele lui Weierstrass

Notiunea de polinom Weierstrass

» Polinom Weierstrass de grad s in z,: este un polinom de

forma
S
P(Z z)=zy+a(Z)zg t + ..+ as(Z) =) a2z,
k=0
unde:

» a(2')=1; 21(0)=0,...,a5(0) =0;
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Teoremele lui Weierstrass

Notiunea de polinom Weierstrass

» Polinom Weierstrass de grad s in z,: este un polinom de

forma
S
P(Z z)=zy+a(Z)zg t + ..+ as(Z) =) a2z,
k=0
unde:
» a(2')=1; 21(0)=0,...,a5(0) =0;
» ai1(2’),...,as(z’) sunt olomorfe pe o vecindtate |z'| < r’ a

originii din C"1.
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Teoremele lui Weierstrass

Notiunea de polinom Weierstrass

» Polinom Weierstrass de grad s in z,: este un polinom de
forma

P(Z z)=zy+a(Z)zg t + ..+ as(Z) =) a2z,

unde:
» a(2')=1; 21(0)=0,...,a5(0) =0;
» a1(Z'),...,as(2") sunt olomorfe pe o vecinitate |Z'| < r’ a
originii din C"1.
» De fapt: Un polinom Weierstrass de grad s n z, este un
polinom P(Z',z,) € Up_1zp], de grad s, avand coeficientul lui

z; egal cu 1 si astfel ca P(0, z,) = z;.
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Teoremele lui Weierstrass

Teorema de pregatire a lui Weierstrass

Teorema Fie f olomorfd intr-o vecinatate a lui 0, astfel ca
f(0,z,)/z; s aibd limitd finitd, nenuld, pentru z, — 0. Existd un
polinom Weierstrass P(Z', z,) de grad s in z, si o functie olomorfa
u inversabild pe o vecindtate o originii astfel ca

f(z) = P(Z,z,)u(z). (1)
In plus, reprezentarea (1) este unics.

" Zerourile unei functii olomorfe intr-o vecinatate a originii, sunt
date, pentru majoritatea sistemelor de coordonate, de zerourile
unui polinom Weierstrass.”
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Teoremele lui Weierstrass

Teorema de Tmpartire a lui Weierstrass

Teorema Fie P(Z', z,) un polinom Weierstrass fixat, de grad s in
zp. Pentru orice functie olomorfd marginiti f pe A = A(r', ry)
existi q, R olomorfe pe A, cu R(Z', z,) polinom Weierstrass de
grad < s —1in z, astfel ca

f(z) = P(z',z0)q(2) + R(Z', z1) (2)

sisupa |q| < Csupp |f], supa |R| < Csupp |f], unde C este o
constantd independentd de f. In plus, reprezentarea (2) este unics.
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Rezultate centrale

Structura inelului de germeni de functii olomorfe

» Fie X o varietate complex3, Ox fasciculul structural
(fasciculul de germeni de functii olomorfe).
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» Fie X o varietate complex3, Ox fasciculul structural
(fasciculul de germeni de functii olomorfe).

» Fie x € X arbitrar, fixat; fie Ox  inelul local al germenilor de
functii olomorfe n x.

» Propozitie Inelul Ox , este domeniu de integritate.
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Rezultate centrale

Structura inelului de germeni de functii olomorfe

>

Fie X o varietate complexa, Ox fasciculul structural
(fasciculul de germeni de functii olomorfe).

v

Fie x € X arbitrar, fixat; fie Ox , inelul local al germenilor de
functii olomorfe n x.

v

Propozitie Inelul O , este domeniu de integritate.

v

Teorema Inelul Ox , este Noetherian.
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Rezultate centrale

Structura inelului de germeni de functii olomorfe

>

Fie X o varietate complexa, Ox fasciculul structural
(fasciculul de germeni de functii olomorfe).

v

Fie x € X arbitrar, fixat; fie Ox , inelul local al germenilor de
functii olomorfe n x.

v

Propozitie Inelul O , este domeniu de integritate.

v

Teorema Inelul Ox , este Noetherian.

v

Teorema Inelul Ox  este factorial.
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