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Capitolul 1

Elemente de algebra liniara

1.1 Spatii vectoriale. Definitie. Exemple

Definitia 1.1 Fie (K, +,-) un corp comutativ. Un K-spatiu vectorial (spatiu
vectorial peste corpul K) este un triplet (V, +, ) format dintr-o multime ne-
vida V si doua legi de compozitie +: V xV — V, - : K x V — V astfel incat
sunt verificate axiomele spatiului vectorial:

(i) (V,+) este grup abelian,

ii) 1-v = v, pentru orice v € V|
ii) (ab) v =a- (b-v), pentru orice a,b € K, v €V,

[=h

(
(i
(iv)a- (v4+w)=a-v+a-w, pentru orice a € K,v,w € V,
(v) (a+b)-v=a-v+b-v, pentru orice a,b € K,v € V.

Terminologie. Elementele lui V' se numesc vectori, iar elementele lui K se
numesc scalari.

Exemplul 1.2 Fie Vs (respectiv V3) multimea vectorilor liberi din planul ge-
ometric (respectiv din spatiu). In raport cu operatiile de adunare a vectorilor,
respectiv de inmultire cu scalari reali, aceste multimi au structuri naturale de
R-spatii vectoriale.

Exemplul 1.3 Multimea K™ = {(x1,...,2,) | z1,...,z, € K} are o structura
naturala de K-spatiu vectorial, cu operatiile date de

($17""In)+(y1""7yn) = (x1+y17""zn+y/’l')7
a-(1,...,2n) = (ax1,...,a2,)

(a € K si(21,...,20n), (Y1,...,yn) € K™).
Cazuri particulare importante sunt R-spatiile vectoriale R? si R3.

Exercitiul 1.4 Verificati axiomele spatiului vectorial pentru spatiul vectorial
din exemplul 1.3.
1.2 Combinatii liniare. Baze si repere

Fie V un K-spatiu vectorial.



Definitia 1.5 Fie S = {v1,...,v4} C V un sistem de vectori.
(i) O combinatie liniara a vectorilor vq,...,v, este un vector de forma
01Uy + ...+ agVg, unde aq, ..., a4 € K sunt scalari.

(ii) Multimea tuturor combinatiilor liniare ale vectorilor din sistemul S se
numeste acoperire liniara a lui S si se noteaza L(S).

Observatia 1.6 Dacd S = {v1,...,v,} este un sistem de vectori, atunci avem
L(S)={aiv1 +... +agug | a1,...,a4 € K}.

Exemplul 1.7 Consideram R-spatiul vectorial R3.

(i) Fie vectorii v1 = (1,2,3), v2 = (=1,2,-1), vs3 = (0,—1,2) si scalarii
a1 = 1,as = —2,a3 = 3. Combinatia liniara a vectorilor vy, ve,vs cu scalarii
indicati este vectorul

3
v=> iy =1-(1,2,3)+(=2)- (-1,2,-1) +3- (0,-1,2) =

i=1
= (17 2a 3) + (2’ 747 2) + (07 737 6) = (37 57 11)

(ii) Stabilim in continuare dacd v = (—1, 4, 8) este o combinatie liniara a vec-
torilor v1 = (—=2,0,—-1), v2 = (2,2,6), v3 = (—1,2,3). Aceasta este echivalent
. . 3 .
cu existenta unor scalari o, as, a astfel ca v = Zi:l a;v;, cu alte cuvinte

(-1,4,8) = a1 - (—2,0,—1) + a2 - (2,2,6) + a3 - (—1,2,3).
Aceasti egalitate din R? este echivalenti cu sistemul de ecuatii

—1= —20[1 + 20[2 — Q3
4 =2as + 2a3 ,
8 = —aq + 6as + 3ag

care admite solutia (unica!) a; = ag = az =1, deci v = v1 + vo + vs.

(iii) Vectorul (—1,1,2) nu este o combinatie liniard a vectorilor (1,0,0) si
(0,3,0) (de ce?).
(iv) Pentru S = {(1,2,0),(2,1,—1)} avem

L(S) = {(O‘I + 2a3, 201 + ag, —042) | a1, a0 € R}.

Definitia 1.8 (i) Un sistem de vectori S = {v1,...,v,} C V se numeste sistem
de generatori daca L(S) =V.

(ii) Un spatiu vectorial se numeste finit generat dacid admite un sistem
finit de generatori.

Exemplul 1.9 Spatiul K" este finit generat, admitand sistemul de generatori
{e1,...,en}, unde

er1 = (1,0,...,0), e2 =(0,1,...,0), ..., e, =(0,0,...,1).
Exemplul 1.10 In R3 sistemele de vectori
S =1{(1,0,2),(0,1,0),(2,0,1)}, S2 ={(1,0,1),(2,1,0),(3,1,2),(1,1,1)}
sunt sisteme de generatori. In schimb, sistemele de vectori
Ss={(1,2,3),(2,-1,-3)}, S4 ={(1,0,1),(2,1,0),(3,1,1)}

nu sunt sisteme de generatori.



Definitia 1.11 (i) Un sistem de vectori S = {v1,...,v,} C V se numeste

liniar dependent daca exista scalari o, ...,aq € K, nu toti nuli, astfel incat
avr + ...+ agug = 0.
(ii) Un sistem de vectori S = {v1,...,v4} C V se numeste liniar indepen-

dent dacd este Indeplinita conditia: ajv1 + ... + v = 0 daca si numai daca
a;=...=aq=0.

Exemplul 1.12 Sistemul S = {ey,...,e,} este un sistem liniar independent in
K".

Exemplul 1.13 In R3 sistemele de vectori
S1 =1{(1,0,2),(0,1,0),(2,0,1)}, S2={(1,0,1),(2,1,0),(3,1,2)}

sunt liniar independente, iar sistemul S3 = {(1,0,1),(2,1,0), (3,1, 1)} este liniar
dependent.

Definitia 1.14 (i) Un sistem de vectori S = {vq,...,v,} C V se numeste baza
a lui V' daca este un sistem de generatori liniar independent.
(ii) O baza ordonats a unui spatiu vectorial se numeste reper.

Exemplul 1.15 Sistemul de vectori {ey,...,e,} formeazd o bazi a lui K",
numitd baza canonici, iar reperul (eq,...,e,) se numeste reper canonic.

Exemplul 1.16 (i) Sistemele de vectori
S1 =1{(1,0,2),(0,1,0),(2,0,1)}, So ={(1,0,1),(2,1,0),(3,1,2)}

formeaza baze ale lui R3.

(ii) Unei baze {by, b2} a lui R? ii putem asocia doua repere distincte: (by, bs)
§l (bg7 bl)

Teorema 1.17 Fie V un K-spatiu vectorial finit generat. Atunci V' admite (cel
putin) o baza finitd. Mai mult, orice doud baze ale lui V' au acelasi cardinal.

Definitia 1.18 Dimensiunea unui K-spatiu vectorial finit generat V este car-
dinalul unei baze (deci al oricarei baze) si este notatd cu dimg V.

Exemplul 1.19 Conform celor aratate anterior, avem dimyx K™ = n.

Observatia 1.20 Fie R = (by,...,b,) un reper al K-spatiului vectorial V.
Pentru orice vector x € V exista si sunt unici scalarii x1,...,x, € K astfel ca
T =x1b1 4+ ...+ x,b,.

Exemplul 1.21 Componentele vectorului (2, —3) € R? in reperul canonic (ej, e3)
sunt (2, —3), iar componentele acestui vector in reperul (e, e1) sunt (—3,2).

Definitia 1.22 Cu notatiile din observatia 1.20, sistemul de scalari (21, ..., z,)
reprezintd componentele vectorului x in reperul R.

Observatia 1.23 Fie R = (b1,...,b,) si R' = (b},...,b),) doud repere ale
unui K-spatiu vectorial n-dimensional V. Cum sistemul de vectori b1, ...,b,
formeaza o baza a lui V, existd si sunt unici scalarii (aj;);i=1,...,n astfel ca

n
b;:Zajibj, Vi:l,...,n.
j=1



Definitia 1.24 Cu notatiile din observatia 1.23, matricea (j;);,i=1,... n Se nUmMeste
matrice de trecere de la reperul R la reperul R’ si este notata cu Mgrgr:

Exemplul 1.25 In R? considerim reperul canonic Ro = (e1,es) si reperul
R = (b1, ba) format din vectorii by = (1, 3), bs = (2,5). Cum

by=1-e1+3-¢ey
62:2'61+5'62,

1 2
MROR_<3 5).

Pe de alta parte, din egalitatile

deducem ca avem

€1 = —5b1 + 3b2
ez = 2b1 — bo,

) 2
MRRO = ( 3 _1 ) .
Observatia 1.26 Fie R = (b1,...,b,) si R’ = (b},...,b],) doud repere ale unui
K-spatiu vectorial n-dimensional V.

rezulta ca

(i) Matricea Mzg/ este inversabild si are loc egalitatea My, = Mzix.

(ii) Fie « un vector care in reperul R are coordonatele (x1,...,z,), iar in
reperul R’ are coordonatele (z),...,z!). Atunci, cu notatiile din observatia
1.23, avem

n
xi:Zaijx;, Vi:L...,n. (1.1)
j=1
Notand cu (z)gr = (21,...,7,)", respectiv cu (z)rr = (z),...,2),) matricele

coloand ale coordonatelor lui  in cele doud repere, putem scrie relatiile (1.1)
sub forma matriceald (z)g = Mzr/ (z)r.

Definitia 1.27 Fie R si R’ doud repere ale unui R-spatiu vectorial V. Daca
det Mz > 0, cele doua repere sunt orientate la fel, iar daca det Mz < 0,
cele doua repere sunt orientate opus.

Exemplul 1.28 Reperele Rg si R din exemplul 1.25 sunt orientate opus.

Definitia 1.29 Fie R un reper al R-spatiului vectorial R™ si R reperul canonic
al acestui spatiu vectorial. Reperul R se numeste reper drept (respectiv reper
stramb) daca det Mg,z > 0 (respectiv det Mg,z < 0).

Definitia 1.30 Fie S = {v1,...,v,} C K™ un sistem de vectori din spatiul
vectorial K. Matricea asociata sistemului de vectori S este acea matrice
Ags € M,, 4(K) care are pe coloana i componentele vectorului v; (i =1,...,q).

Exemplul 1.31 Pentru S = {(1,-2,3),(1,0,1),(0,-1,4),(2,6,—5)} avem

11 0 2
As=| -2 0 -1 6
31 4 -5



Propozitia 1.32 (Criteriu de verificare a liniar independentei sau a
faptului ca un sistem de vectori formeaza sistem de generatori). Fie
S ={v1,...,v4} C K™ un sistem de vectori si Ag € M,, (K) matricea asociata
lui S. Atunci:

(i) S este liniar independent daca si numai daci rang Ag = gq.

(ii) S este sistem de generatori dacd gi numai daca rang Ag = n.

(iii) S este baza dacd si numai dacd ¢ = n = rang Ag.

Exemplul 1.33 Pentru sistemul S din exemplul 1.31 avem rang Ag = 3, deci
S este un sistem de generatori care nu este liniar independent.

Exercitiul 1.34 Fie S = {(1,2,1),(2,4,2),(1,0,1)} C R3. Stabiliti dacd urmatorii
vectori sunt elemente ale lui L(S): (0,1,0), (3,6,3), (4,5,4), (0,0,0).

Exercitiul 1.35 Studiati liniar independenta sistemelor de vectori
S =1{(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}, So ={(1,3,-1),(2,6,—2)}.

Exercitiul 1.36 Stabiliti daca sistemele de mai jos sunt sisteme de generatori
pentru R3:

S ={(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}, S2={(1,3,-1),(2,0,-1),(0,—6,2)}.

Exercitiul 1.37 Stabiliti pentru ce valori ale parametrului o multimile de mai
jos formeaza baze ale R-spatiului vectorial R3:

S1 ={(-1,3,2),(2,,3),(2,0,1)}, S2 ={(2,-1,a),(1,0,a),(-1,2,3)}.

1.3 Subspatii vectoriale
Fie V un K-spatiu vectorial.

Definitia 1.38 O submultime nevidd () # W C V se numeste subspatiu vec-
torial daca pentru orice a € K,v,w € W avem v +w € W,av € W.

Definitia 1.39 Un subspatiu vectorial de dimensiune 1 se numeste dreapta
vectoriala, iar un subspatiu vectorial de dimensiune 2 se numeste plan vec-
torial.

Exemplul 1.40

(i) Multimea W = {(a, §.a+ §) |, # € R} = L({(1,0,1), (0,1, 1)}) este un
plan vectorial in R3.

(ii) Multimea W = {(x1,72,23) € R3|z1 — 22 + 3 = 0} este un plan
vectorial in R3.

(iii) Orice spatiu vectorial V' admite subspatiile triviale {Oy } si V.

Observatia 1.41 (Reprezentari parametrice si implicite ale subspatiilor
lui R™) Aceasti observatie generalizeaza (i) si (ii) din exemplul 1.40.

e Fie S = {v1,...,94} C K" o submultime liniar independenta. Atunci
L(S) = {aav1 + ... + g4 | a1,...,04 € K} este subspatiu vectorial al lui
K™; S este o bazd a lui L(S) si, in particular, dimg L(S) = ¢. Spunem ca
am dat o reprezentare parametrica a lui L(S). Concret, dacd avem S =
{(1,2,-1),(0,1,3)} C R3, o reprezentare parametrica lui L(S) este

] =«
L(S) = {(z1,20,73) ER*| { @2=2a+B , a,B€R}.
r3=—a+30



e Fie A € M,,,(K) o matrice cu coeficienti in K. Atunci multimea
W = {X|AX = 0} a solutiilor sistemului liniar omogen AX = 0 formeaza
un subspatiu vectorial al lui K" cu dimg W = n —rang A (cu X € M,, 1(K)
am notat vectorul coloand X = (z1,...,2,)" al necunoscutelor sistemului).
Spunem ca W a fost descris printr-o reprezentare implicita. Concret, daca

2 3 -1
ciat este

A= ( =2 0 ) , atunci subspatiul solutiilor sistemului liniar omogen aso-

Xr] — 21‘2 =0 }
2x1 +3x0 —2x3 =0 7

e Pentru orice susbspatiu vectorial al lui K™ putem gasi atat reprezentari
parametrice, cat gi implicite. In general, acestea nu sunt unice.

W = {(.’E17£C271'3) S R3| {

e Trecerea de la o reprezentare parametrica la o reprezentare implicita se
face elimindnd parametrii. Concret, subspatiul L(.S) descris mai sus are repre-
zentarea implicitd L(S) = {z € R?|7x1 — 322 + 23 = 0}.

e Trecerea de la o reprezentare implicita la una parametrica se face rezolvand
sistemul de ecuatii liniar omogen care da reprezentarea implicita; necunoscutele
secundare vor deveni parametri. De exemplu, subspatiul W descris mai sus
admite reprezentarea parametricd W = {(2«, o, 7a) | « € R}.

Observatia 1.42 (i) Intersectia a dous subspatii vectoriale este un subspatiu
vectorial.

(ii) Reuniunea a doud subspatii vectoriale nu este, in general, subspatiu
vectorial. Mai precis, W1 U Wy este subspatiu vectorial daca si numai daca
W1 C Wy sau Wy C W1,

Definitia 1.43 Suma a doua subspatii vectoriale Wy, W5, notata Wi+ W5,
este subspatiul generat de reuniunea W1 U W, i.e. Wy + Wy := L(W; U Wh).

Lema 1.44 Wy + W5 = {w1 + wo |’LU1 e Wy, wy € WQ}

Observatia 1.45 Fie Wi, W5 subspatii ale lui Vi cu dimg (W7 N Wa) = p,
dimg W1 = ¢, dimg Wy = r. Daca {e1,...,e,} este o baza a lui Wi N Wy si
dacd {e1,...,€p, fp+1,---, fq}, respectiv {e1, ..., ep, hpt1,..., hy} sunt baze ale
lui W1, respectiv Wa, atunci {e1,...,ep, fpt1,-- - fq) Pp+1,- .-, Py} este o bazd
alui Wi+Ws. In particular are loc enuntul cunoscut ca teorema dimensiunii
a lui Grassmann

dimg (W7 4+ Wa) + dimg (W7 N We) = dimg Wi + dimg Wa.
Exemplul 1.46 In R?* considerdm subspatiile vectoriale

Wi :{x€R4|x1 — o+ x3—2x4 =0, 201 — x5 — x4 =0},

Ws :{x€R4|x1 + a9 —x3 — x4 =0, 1 + 29 — 224 = 0}.
Intersectia lor este data de
Ty — 2o+ x3—24 =0
201 —x3 — x4 =0

I’1+1’27I’37’I4:O
T+ 29— 204 =0

Wi NW, = {z € R*| Y ={(a,a,a,a)|a € R}

iar suma lor este

Wi+W, = {(O‘JFﬁJF%Oé*ﬂ*%O%OHF?ﬂ) |a7577 € R} = {I | T1+T2—223 = 0}



Definitia 1.47 Fie W un subspatiu vectorial al lui V. Un subspatiu vectorial
W' al lui V' se numeste complement al lui W daca WNW’ = {0y } si W+W' =
V. In acest caz scriem V =W & W',

Exemplul 1.48 Fie W = {z € R?|z; + 22 = 0}. Atunci atit subspatiul
W' ={z € R?|x; — x5 = 0}, cat si W’ = {x € R? |z; + 225 = 0} reprezinta
complemente ale lui W.

Exercitiul 1.49 Scrieti ecuatii parametrice si implicite si precizati dimensiunea
subspatiului vectorial L(S) daca:

a) S ={(1,2,-1)} C R3;

b) S = {(27 0, 1)7 (_]-7 2, 0)} - R?)?

c) S =1{(1,2,-2),(2,4,-4)} C R3.

Exercitiul 1.50 Indicati baze si precizati dimensiunea pentru fiecare din urmatoarele
subspatii:

a) Wy ={z €R?®| 221 — a3 =0, 25 = 0};

b) Wy = {x € R? | 1 + 225 — 323 = 0};

C) W3={$ER4 | 2172—21?3—1‘420}.

Exercitiul 1.51 Determinati dimensiunea sumei si a intersectiei subspatiilor
L(S1) si L(S2) pentru multimile:

a) S; =1{(1,2,3)}, So = {(2,1,1),(-1,1,2)} din R3;

b) S = {(1,1,1,0),(1,0,0,1),}, S2 = {(1,0,0,0), (1,2,2, —1)} din R*.

Exercitiul 1.52 Descrieti (folosind eventual atat reprezentiri parametrice cit
gi implicite) suma si intersectia subspatiilor W; si Wy de mai jos si precizati
dimensiunea subspatiilor determinate:
a) Wi ={z €R® |21 + 22 + 23 =0}, Wo = {x € R® | 21 + 323 = 0};
b) Wy = {(2¢,¢,t) |t € R}, Wa = {(3s,—s,—38)|s € R};
c) W1 ={(2s+ 2t,s,s —t,3s — t) | s,t € R},
Wy ={x € R* | 1 + 29 — x4 = 0}.

Exercitiul 1.53 In R3 considerim subspatiile
Wi :{1‘|1‘1 +29=0, 21 — 22 — T3 :0}, Wy :{CE|£E1+132+173 :0}

Ardtati cd R® = Wy @ Wh si scrieti vectorul (1,1,1) ca suma dintre un vector
din Wy gi unul din Ws.

Exercitiul 1.54 Construiti un complement al subspatiului vectorial
Wy :{$€R3|.’L‘1 —x2+x3:O}.

1.4 Aplicatii liniare

Definitia 1.55 Fie V si V'’ doud K-spatii vectoriale. O functie f:V — V' se
numegte aplicatie liniara daci f(v+w) = f(v)+ f(w), f(aw) = af(v), pentru
orice v € K giv,w e V.

Exemplul 1.56 (i) Aplicatia identica gi functia nuld sunt aplicatii liniare. In
general, omotetia de raport a € K definita prin L, : V — V, L,(v) = av este
o aplicatie liniara.

(i) f : R® — R?, f(z1,22,73) = (221 — 23,371 + o2 + 223) este aplicatie
liniara.



Observatia 1.57 In general, orice aplicatie liniard f : K™ — K™ este de forma
f(X)=AX, unde A € M,, ,(K) este o matrice si X = (x1,...,2,)". Concret,
aplicatia liniard din exemplul 1.56 (ii) corespunde matricei

2 0 -1
a-(503)
Lema 1.58 Fie W7, W5 subspatii vectoriale ale lui V', astfel ca V = W7 & Ws.

Pentru orice v € V exista gi sunt unice elementele w; € Wy, wo € Wy astfel ca
UV = w1 + Wwa.

Definitia 1.59 Cu notatiile din lema 1.58, aplicatia p : V' — V, definita prin
p(v) = w; se numesgte proiectie pe Wy de-a lungul lui W5. Aplicatia s :
V — V data de s := 2p — idy se numeste simetrie asociata lui p, de axa Wi
si directie Ws.

Exemplul 1.60 Consideram spatiul vectorial V' = R? si subspatiile vectoriale
Wy ={z|x1 —x2 = 0}, Wy = {z|2z1 + z2 = 0}. Proiectia pe W de-a lun-

gul lui Wy este datd de p(zq1,z2) = (%, %), iar simetria asociata este

s(z1,z2) = (2, 21).

Definitia 1.61 Fie f: V — V' o aplicatie liniard. Nucleul, respectiv imagi-
nea lui f sunt definite prin

Kerf:={veV|flv)=0y}, Imf:={f(v)|veV}

Propozitia 1.62 Fie f: V — V'’ o aplicatie liniara.

(i) Nucleul si imaginea lui f sunt subspatii vectoriale.

(ii) Fie {b1,...,b,} o bazd a lui V (dimg V = n), astfel ca {b1,...,b,} sa
fie o baza a lui Ker f. Atunci {f(bg+1),..., f(bn)} formeaza o baza a lui Im f.
In particular, are loc egalitatea dimg Ker f + dimg Im f = dimg V.

Exemplul 1.63 Pentru aplicatia liniard din exemplul 1.56 (ii) avem
Ker f = {x € R®|2x; — 23 = 0, 3z + 2 + 223 = 0}; Im f = R%.

Exercitiul 1.64 Descrieti Ker f,Im f scriind (daci este cazul) ecuatii parame-
trice si implicite pentru aceste subspatii si indicand baze ale lor pentru aplicatiile
liniare:

a) f:R® = R3, f(x1,29,23) = (21 + 22 + 3, 22 + 23, 221);

b) f:RY = RY, f(x1,22,23,24) = (21 — T4, Ty — T4, T3 — Ta).

Exercitiul 1.65 Fie W = {r € R* | 2 + 29 + 23 + 24 = 0} 5i f : R* — R3,
f(x1, 22, 23, 24) = (21 — @2, w2 — X3, 03 — X1).

a) Sa se determine dimensiunea subspatiilor vectoriale Ker f "W, Ker f+ W,
indicand si baze ale acestora.

b) Sa se descrie subspatiul vectorial f(W) implicit si parametric.

Exercitiul 1.66 Fie W; = {x € R* | 21 + 22 = 0,23 + 74 = 0} si
WQZ{I’ER4|.T,1—£C2=O,IE3—JJ4=O}.
a) S se arate cd R* = Wy @ Ws.

b) Notam cu p1, respectiv ps, proiectia pe Wi de-a lungul lui Wy, respectiv
proiectia pe W5 de-a lungul lui Wi §i cu s1, so simetriile asociate. Sa se descrie
explicit aplicatiile p1, p2, s1, So.
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1.5 Spatii vectoriale euclidiene

Definitia 1.67 (i) Fie E un spatiu vectorial real. Un produs scalar pe E este
o aplicatie (-, -) : E X E — R cu proprietatile:
(a) (av + bw, u) = a{v,u) + b{w, u), Va,b € R, u,v,w € Ej
(b) (v, w) = (w,v), Yv,w € E;
(¢) {(v,v) > 0, cu egalitate dacd si numai dacd v = Og.

(i) Norma unui vector v este definitd prin ||v|| := /(v,v) iar versorul
unui vector nenul v # 0 este vectorul ﬁ

(iii) Un spatiu vectorial euclidian este o pereche (E, (-, -)) formatd dintr-
un spatiu vectorial real E si un produs scalar {-,-) pe E.

Exemplul 1.68 Pe R" avem produsul scalar canonic definit prin

(,y) =z191 4+ -+« + TnYn, Ve = (21, ., 2n),y = (Y1,---,yn) € R™

Perechea (R™, (-,-)) o vom numi spatiu euclidian standard. Pentru simplifi-
carea notatiilor, in cele ce urmeaza vom omite scrierea produsului scalar, vorbind
de spatiul vectorial euclidian (standard) R™, subintelegénd ca este inzestrat cu
produsul scalar canonic.

Concret, produsul scalar canonic dintre vectorii (1,—1,3) si (2,0,—1) din
R3 este —1; norma vectorului (1,1, —1) este V/3, iar versorul siu este vectorul

1 1
)

1 1 1
(\/g V3T VB
In continuarea acestei sectiuni (E,(-,-)) este un spatiu vectorial euclidian.

Teorema 1.69 (Inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz)
Pentru orice v, w € E are loc inegalitatea

(v, w)| < o]l {wl],
cu egalitate daca si numai daca v si w sunt liniar dependent;i.

Definitia 1.70 (i) Fie v,w € E doi vectori nenuli. Unghiul dintre v si w,
notat (v,w), este unicul numdr real § € [0, 7] cu proprietatea

cosf = 7(11,11)) .
ol fJwl

(ii) Vectorii v, w € E se numesc ortogonali (perpendiculari) daci (v, w) =

0. In acest caz scriem v L w si avem (v,w) = 7.

Exemplul 1.71 In spatiul vectorial euclidian standard R® considerim vectorii
u=(-1,2,-2),v=(0,1,1) si w = (-=1,1,0). Atunciu L v si (u,w) = %.

Definitia 1.72 (i) O baza {b1,...,b,} a unui spatiu vectorial euclidian se
numeste ortogonalad dacd (b;,b;) = 0 pentru orice ¢ # j si se numeste or-
tonormata dacd (b;,b;) = d;; pentru orice 4,5 =1,...,n.

(ii) Un reper (by,...,b,) se numeste ortonormat daca baza {bi,...,b,}
este ortonormata.

Observatia 1.73 Fie R un reper al lui R", R reperul canonic al acestui spatiu
si Mg,= matricea de trecere de la reperul canonic la R. Reperul R este orto-
normat daca si numai daca matricea Mgz, este ortogonala.
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Exemplul 1.74 (i) Baza si reperul canonice ale lui R” sunt ortonormate.

(i) Vectorii (1,1),(—1,1) formeaza o bazi ortogonald a lui R? care nu este
ortonormata.

(iii) Vectorii by = (@, g), by = (—@, ?) formeaza o baza ortonormata a
lui R%. Reperul (by,b2) este un reper ortonormat drept, iar reperul (be,by) este
un reper ortonormat stramb.

Definitia 1.75 Produsul mixt x A y A z al vectorilor © = (x1,x9,23), y =
(y1,v2,v3), 2 = (21, 22, 23) din R? este, prin definitie, numarul real

rr Y1 2
TAYNz:=| Ta Y2 22
r3 Ys =3

Lema 1.76 Fie z,y € R3 doi vectori. Exist# si este unic un vector w cu
proprietatea ca
(w,z) =x ANy Az, Vz e R

Definitia 1.77 Vectorul w din lema 1.76 se numeste produs vectorial al lui
x gl y si este notat cu z x y.

Exemplul 1.78 Vectorii reperului canonic (eq, e, eg) verifica relatiile
€1 X €3 = €3
€y X €3 = €1 (12)
e3 X €1 = €éa.

Observatia 1.79 Coordonatele lui x Xy in reperul canonic sunt date de formula

T2 Y2
r3 Y3

1 Y1
r3 Y3

1 Y1

T Xy=
Y T2 Y2

er — es + es.

Cu alte cuvinte, produsul vectorial poate fi obtinut din dezvoltarea unui deter-
minant formal:

1 Y1 €l
TXYy=| T2 Y2 €2
T3 Ys €3

Trebuie observat ca ultima coloana a determinantului de mai sus are ca elemente
vectori, In timp ce primele doua sunt coloane de numere.

Exemplul 1.80 Produsul vectorial  x y al vectorilor x = (1,2,3) si y =
(—1,2,0) este

1 -1
2 2

61—‘ ;) 70 ex+ ez = —6e1—3ext+4e3 = (—6, —3,4).

2 2
TXY =14

Observatia 1.81 (i) Produsul vectorial nu este asociativ, dar verificd identi-
tatea lui Jacobi z X (y X 2) +y X (z X ) + z X (x x y) = 0, oricare ar fi
"1:7 y7 z 6 RS'

(ii) Produsul vectorial este anticomutativ: z x y = —y X x, oricare ar fi
z,y € R3.
(iii)  x y = 0 dacd gi numai dacd x gi y sunt liniar dependenti.

(iv) (z x y,z) = 0, (x x y,y) = 0. In particular, daci = si y sunt liniar
independenti, vectorul x Xy este nenul si este perpendicular pe planul determinat
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de z si y. In consecintd, R = (z,y,2 X y) este un reper al lui R3. Mai mult,
acest reper este la fel orientat cu reperul canonic Rg, deoarece

det Mp,r = det(z,y,2 xy) =z AyA(zxy) = (& xy,zxy) =z xyl*>0.

(v) Un reper ortonormat R = (b1, ba, b3) este un reper drept dacd si numai
daca are loc una din egalitatile

b1><b2:b3
b2><b3:b1
ngblibg.

Comparand aceste relatii cu cele din formulele (1.2), deducem c& un reper orto-
normat R este drept daca se comporta la fel ca reperul canonic fata de produsele
vectoriale ale vectorilor din R.

Definitia 1.82 Subspatiile Wi, W5 C FE se numesc ortogonale (perpendi-
culare) daca oricare ar fi w; € Wy, wy € Wy avem w; L wa.

Definitia 1.83 Fie W C E un subspatiu vectorial. Complementul ortogo-
nal al lui W este definit prin

Wt :={reF|z Lw YweW}

Propozitia 1.84 (i) Complementul ortogonal al unui subspatiu W este, la
randul sau, subspatiu vectorial al lui FE.

(ii) Fie {b1,...,bs} 0 baza a lui W. Atunci € W+ dacd si numai daca
(,b1) = ... = (z,b,) = 0. Aceste egalititi ne dau o reprezentare implicitd a lui
W,

Propozitia 1.85 Complementul ortogonal al subspatiului W C FE verifica pro-
prietatile

WH1w, E=WaWw.
Mai mult, W+ este unicul subspatiu care verifica simultan aceste dou conditii
si orice subspatiu ortogonal pe W este inclus in W=.

Exemplul 1.86 Consideram W = {x € R?|2x; — x5 = 0, 21 + 22 + 23 = 0}.
Atunci (1,2, —3) este o baza a lui W si Wt = {z € R®| 2 + 223 — 323 = 0}.
Subspatiul W’ = {(3a,0,a) |« € R} este, la rdndul siu, ortogonal pe W, dar,
cum W + W’ # R3, nu este complement al lui W. Pe de alti parte, subspatiul
W" = {z € R¥|x1 + 22 + 23 = 0} este un complement al lui W, dar nu este
perpendicular pe acesta.

Exercitiul 1.87 Pentru fiecare din submultimile S ale spatiului vectorial eu-
clidian standard R? indicate mai jos construiti subspatiul L(S)*:

a) S = {(17273)};
b) S = {(17 *1;0)7 (2323 1)}

Exercitiul 1.88 Determinati complementul ortogonal si indicati o baza a aces-
tuia pentru fiecare din urmatoarele subspatii:

a) Wy = {z € R®|z; + 329 + 423 = 0};
b) Wy = {z € R¥|x1 + 29 = 0,29 + 23 = 0}.
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1.6 Aplicatii ortogonale

Definitia 1.89 (i) Fie (E1, (-,*)1), (E, (, -, -)2) doud spatii vectoriale euclidiene.
O aplicatie liniara f : £3 — Fs se numesgte aplicatie ortogonala daca pentru
orice v, w € E are loc egalitatea (f(v), f(w))2 = (v, w);.

(ii) Cand cele doud spatii vectoriale euclidiene coincid, vorbim de o trans-
formare ortogonala.

Observatia 1.90 O aplicatie ortogonala pastreaza normele si unghiurile.

Lema 1.91 Consideram spatiul vectorial euclidian standard R™. Fie

A € M, (R) o matrice patratica de ordinul n si f : R* — R", f(X) = AX
aplicatia liniara asociatd. Atunci f este o aplicatie ortogonalad daca si numai
daci A este o matrice ortogonald, i.e. A’A =1, unde A este transpusa lui A
si I, este matricea identica de ordinul n.

Observatia 1.92 Daca A este matrice ortogonala, atunci det A € {£1}.

Exemplul 1.93 Aplicatiile liniare

V2 V2 V2 V2
f:R* = R?, f(x1,22) = (7961 + 73027 —73«”1 + 7562)7

2 2 1 1 2 2 2 1 2
g: R =R g(z) = (gxl + 3%2 = 3% —3h + 372 + 373 3%~ g2 + gﬂﬂs)

sunt aplicatii ortogonale corespunzatoare respectiv matricelor

2 2 1

V2 V2 3 3 3
V2 V2 33 3
2 2 2 12
3 3 3

Teorema 1.94 (Clasificarea transformarilor ortogonale plane). Fie f :
R? — R?, f(X) = AX o transformare ortogonald a spatiului vectorial euclidian
standard R? corespunzitoare matricei A.

(i) Daca det A = 1, atunci existd 6§ € [0, 27) astfel ca

cosf) —sinf
A_( sin 6 cos )
(ii) Daca det A = —1, atunci existd 0 € [0, 27) astfel ca
cos 6 sin 0
A( sin 6 —cos@)'

Observatia 1.95 O transformare ortogonala de tipul (i) din teorema 1.94 este
o rotatie de unghi 6. O transformare ortogonala de tipul (ii) este o simetrie

cu axa determinata de vectorul (cos g, sin g) si directia determinata de vectorul
=0 0
(—sin g,cos 5).

Teorema 1.96 (Clasificarea transformarilor ortogonale in spatiu). Fie
f:R3 = R3 o transformare ortogonald a spatiului vectorial euclidian standard
R3 corespunzitoare matricei A.
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(i) Daca det A = 1, atunci existd o baza ortonormatd {b1, b2, b3} a lui R? si
0 € [0,2m) astfel ca

f(b1) = by,
f(ba) = (cosB)by + (sin 0)bs,
f(bs) = (—sinB)bg + (cos 0)bs.

(ii) Dacd det A = —1, atunci existd o baza ortonormata {by, bz, b3} a lui R3
i 0 € [0,27) astfel ca

f(b1) = —by,
f(b2) = (cos )by + (sin 0)bs,
f(b3) = (—sin@)bs + (cos 0)bs.

Observatia 1.97 O transformare de tipul (i) din teorema 1.96 reprezinta o
rotatie de unghi 6 in planul L({bz,bs}) in jurul axei L({b1}). O transformare de
tipul (ii) reprezinta compunerea dintre o rotatie de unghi 6 in planul L({bo, bs})
in jurul axei L({b1}) si o simetrie de axa L({bs,bs}) si directie L({b1}).
Exercitiul 1.98 In R? considerim vectorul b; = (1, @)

a) Construiti un vector b astfel ca {by, bz} sa fie o baza ortonormata. Este
solutia unica?

b) Scrieti explicit simetria de axd L({b;}) si directie L({b2}) si verificati ca
este o transformare ortogonala.

Exercitiul 1.99 In R?® consideram vectorul b, = (%, %, 0).

a) Determinati subspatiul L({b;})* si construiti o baza ortonormata {b,, b3}
a acestuia.

b) Scrieti explicit rotatia de unghi 7 facuta in planul L({bz,b3}) in jurul
axel L({b1}) si verificati ca este o transformare ortogonals.
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Capitolul 2

Geometrie afina

2.1 Combinatii afine. Afin (in)dependenta

Definitia 2.1 Fie Py,..., P, puncte din K". O combinatie de forma oy P, +
...+ ogPy, unde ag + ... + a4 = 1 se numeste combinatie afina a punctelor
Py, ..., P, cuponderile ay,...,a4. Punctul P:= a1 P + ...+ oy P, se numeste
centru de greutate al punctelor P,..., P, cu ponderile a1, ..., 4.

Exemplul 2.2 (i) Daci A si B sunt doud puncte din R™, atunci punctul M =
%A + %B este o combinatie afind a punctelor A si B. Concret, daci A =
(1,2,-1), B=(3,0,-3), avem M = (2,1,—2).

(ii) Punctul G = (0,0,0) este o combinatie afind a punctelor A = (1,0, 0),
B =(-2,-2,1),C = (1,2,-1) din R? cu ponderile %, %, +.
Definitia 2.3 Fie M = {Py,...,P,} C K™ o multime de puncte din K".
Multimea tuturor combinatiilor afine ale punctelor P,..., P, se numeste aco-
perire afini a multimii M si se noteaza Af(M). Avem

Af(M) ={auPi+...+a;Plar,...,ag € K,a1 + ...+ a4 =1}

Exemplul 2.4 Pentru multimea M = {(1,0,1),(2,1,-3)} C R? avem
Af(M) = {(a+26,8,a—30)|a, ER, a+ =1}

Definitia 2.5 Fie A, B € K™ doua puncte. Vectorul determinat de A i B

(notat cu AB) este, prin definitie, AB:=B — A€ K™.

ATENTIE! Atunci cand lucram cu K" multimea vectorilor coincide cu
multimea punctelor. In functie de context, trebuie facuti distinctia
intre vector si punct.

Exemplul 2.6 (i) Pentru orice punct A avem AA= 0.

(i) Pentru A = (3,4,—5), B = (6,2,1) € R3, avem AB= (3,—2,6).
Definitia 2.7 Un sistem de puncte {Fy, Pi, ..., P;} din K™ se numeste afin in-
dependent (respectiv afin dependent) daca si numai daca sistemul de vectori
{PoP,...,PyP,} este liniar independent (respectiv liniar dependent).
Exemplul 2.8 (i) Doud puncte sunt afin independente daci si numai daca ele
sunt distincte.

(ii) Punctele A, B, £A + 4 B sunt afin dependente.
(iii) Punctele (1,2,3),(2,1,1),(1,0,1) din R? sunt afin independente.
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2.2 Repere carteziene

Definitia 2.9 Un reper cartezian (O; R = (by,...,b,)) al spatiului K™ este
format dintr-un punct O, numit originea reperului si un reper R = (by, ..., by,)
al K-spatiului vectorial K™.

Exemplul 2.10 (i) Reperul cartezian canonic al lui K" are originea in
punctul (0,...,0), iar reperul corespunzator al lui K™ este cel canonic Ry =

(e1,...,€n).
(i) In R? considerdm punctul A = (—2,2) si vectorii by = (1,3) si by = (2,5).
Sistemul (A; (b1, b2)) este un reper cartezian al lui R2.

Observatia 2.11 Fie (O;R = (by,...,b,)) un reper cartezian al lui K™ i
P € K™ un punct. Cum (by,...,b,) este un reper al K-spatiului vectorial K™,
exista gi sunt unici scalarii x4, ..., z, astfel ca

OP=21b1 + ...+ z,b,

(acesti scalari reprezintd componentele vectorului OP in reperul R).

Definitia 2.12 Cu notatiile din observatia 2.11, sistemul (z1,...,2,) € K"
reprezintd coordonatele punctului P in reperul cartezian dat.

Exemplul 2.13 (i) Coordonatele unui punct P = (z1,...,z,) din K™ in raport

cu reperul cartezian canonic sunt (z1,...,Z,).
(i) In R? consideram reperul (A;(by,by)), unde A = (-2,2), by = (1,3),
by = (2,5) si determindm coordonatele punctului P = (3,1) in acest reper.

Vectorul AP este egal cu AP= P — A = (5,—1). Componentele sale in reperul
(b1, b2) sunt acei scalari «, 8 pentru care (5,—1) = aby + Sby. Suntem condusi
la sistemul de ecuatii liniare

a+28=5
3a+56=-1,
care admite solutia o = —27, 8 = 16, deci coordonatele lui P in reperul cartezian

dat sunt (—27, 16).

Definitia 2.14 Fie (O;(b1,...,b,)) un reper cartezian al lui R”. Sistemul de
axe Ozxy,...,0x, asociat este definit prin

Oz; = {PE€R"| OP=\bj,A>0}, Vi=1,....n.

2.3 Varietati liniare

2.3.1 Definitie. Ecuatiile varietatilor liniare

In cele ce urmeaza K va fi un corp de caracteristica diferita de 2.

Definitia 2.15 O submultime L C K™ a lui K™ se numeste varietate liniara
dacé pentru orice doud puncte A, B € L avem Af({A, B}) C L (i.e. oricare ar fi
ABeLsia,feKcua+=1avem aAd+ B € L).
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Exemplul 2.16 (i) Multimea vida gi K™ sunt varietati liniare.
(ii) Multimile formate dintr-un singur punct sunt varietiti liniare.
(iii) Daca A C K™ este o multime finitd de puncte, acoperirea sa afind este
o varietate liniara.
(iv) Multimea L = {z € R® |2y + 29 — 23 = 3, 21 + 279 — 213 = 1} este
varietate liniara.
r1=14+s—1
(v) Multimea L = {z € R3| { 2o =—-2+1 s,t € R} este varietate
T3 =3+25+2¢
liniara.

Teorema 2.17 O submultime a lui K™ este varietate liniara daca si numai
daca ea coincide cu acoperirea sa afina.

Teorema 2.18 (Descrierea varietatilor liniare nevide cu ajutorul subspatiilor
vectoriale)

(i) Fie P € K™ un punct si W C K™ un subspatiu vectorial. Atunci
multimea P+ W = {P +w|w € W} este varietate liniara in K™.

(ii) Fie L o varietate liniara nevida in K™. Atunci existd un unic subspatiu
W al lui K™, numit subspatiul director al lui L, astfel ca pentru orice
Py € L sa avem L = Py + W. Mai mult, oricare ar fi Py € L are loc egalitatea

W ={RP |PecL).

Corolarul 2.19 Fie P € K™ un punct fixat i W C K™ un subspatiu vectorial
al lui K™. Atunci existd o unica varietate liniara care sa treaca prin P si sa aiba
subspatiul director W.

Definitia 2.20 (i) Dimensiunea unei varietiti liniare L este dimensiunea
subspatiului sau director si este notata cu dimg L.

(ii) O varietate liniard de dimensiune 1 se numeste dreapta. O varietate
liniard de dimensiune 2 se numeste plan. O varietate liniara de dimensiune
n — 1 din K" se numegte hiperplan.

Exemplul 2.21 (i) Dacd P € K" este un punct, atunci varietatea liniard L =
{P} are subspatiul director nul {Oxn} si are dimensiunea 0. Varietatea liniara
K" are dimensiunea n.

(ii) Varietatea liniara descrisa in exemplul 2.16 (iv) este o dreapta cu subspatiul
director W = {z € R3 |z + 29 — 23 = 0, 21 + 225 — 223 = 0}.

(iii) Varietatea liniard L din exemplul 2.16 (v) este un plan cu subspatiul
director W = {(s — t,t,2s + 2t) | s,t € R}.

Observatia 2.22 (Ecuatii parametrice si implicite pentru varietati li-
niare)

Aceastd observatie generalizeaza (iv) si (v) din exemplul 2.16.

o Fie A € My, (K) si B € M, 1(K) matrice cu coeficienti in K. Atunci
multimea L = {X | AX = B} a solutiilor sistemului liniar AX = B formeaza o
varietate liniara a lui K™. Dacd L este nevida (i.e. dacd sistemul AX = B este
compatibil), atunci subspatiul sdu director W este dat de multimea solutiilor
sistemului liniar omogen asociat W = {X | AX = 0}. Ca si In cazul subspatiilor
vectoriale, spunem ca varietatea liniara L a fost descrisa printr-o reprezentare
implicita. Concret, varietatea liniard descrisa in exemplul 2.16 (iv) corespunde

. 1 1 -1 . 3
mautmcelorA(1 9 _2>§1B<1>.
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o Fie S = {v1,...,v4} C K™ o submultime liniar independenta si fie P € K™
un punct fixat. Atunci

L=P+L(S)={P+aivi+...+agvg|aq,...,0q € K}

este o varietate liniard in K™ cu subspatiu director L(.S). Spunem c& am dat o
reprezentare parametrica a lui L. Concret, varietatea liniara din exemplul
2.16 (v) corespunde punctului P = (1,—2,3) si vectorilor v; = (1,0,2),vy =
(-1,1,2).

e Pentru orice varietate liniara putem gasi atat reprezentari parametrice, cat
si implicite. In general, acestea nu sunt unice.

e Trecerea de la o reprezentare parametrica la o reprezentare implicita se
face elimindnd parametrii. Concret, varietatea L din exemplul 2.16 (v) are
reprezentarea implicitd L = {x € R3|2z; + 423 — 23 = —9}.

e Trecerea de la o reprezentare implicita la una parametrica se face rezolvand
sistemul de ecuatii care da reprezentarea implicita; necunoscutele secundare
vor deveni parametri. De exemplu, varietatea liniard L din exemplul 2.16 (iv)
admite reprezentarea parametrica W = {(5,¢,2 +t)|t € R}.

Propozitia 2.23 Fie M = {Py, Py, ..., P;} un sistem de puncte afin indepen-
dente din K™. Atunci Af(M) este varietatea liniard care trece prin Py si are

subspatiul director L({ PoP: ,..., PoP, }).

Observatia 2.24
I. Ecuatii ale dreptelor

¢ Ecuatiile dreptei cand se dau un punct si directia sa
Fie A = (ai,...,a,) € K™ un punct siv = (vy,...,v,) un vector nenul. Dreapta
d determinata de A gi avand subspatiul director L({v}) are ecuatiile parametrice

Tr1 = ay +t’l}1

si ecuatiile implicite

Ty —al T2 — a2 Tn — An

U1 V2 Un

(prin conventie, daca pentru un indice j avem v; = 0, atunci z; — a; = 0).
Vectorul v se numegte vector director al dreptei d; pentru orice scalar A nenul
Av este, la randul sau, un vector director al lui d.

e Ecuatiile dreptei determinate de doua puncte distincte
Fie A = (a1,...,ay),B = (b1,...,b,) doud puncte distincte (deci afin indepen-
dente) din K™. Conform propozitiei 2.23 punctele A si B determind o varietate

liniara avand subspatiul director generat de vectorul AB, deci o dreapté, no-

tatda AB. Cum AB este un vector director al lui AB, ecuatiile parametrice ale
acestei drepte sunt

T = a1 —‘rt(bl — al) = (1 —t)a1 + thy
...... ,te K,
Tp = ap + t(by, — an) = (1 —t)a, + tb,

iar ecuatiile implicite se scriu sub forma

Ty —ai L2 — a2 Ln — an

by —ax by — as bn*an.
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Observam ca un punct C este situat pe dreapta AB daca si numai daca exista
t € K astfel ca C = (1 —t)A + tB, deci dacd si numai dacé vectorii AB i AC
sunt liniar dependenti (vezi i sectiunea 2.5).

I1. Ecuatii ale planelor

e Ecuatiile planului cand se dau un punct si subspatiul sau director
Fie A= (a1,...,a,) € K™ un punct gi v = (v1,...,0),w = (wy,...,w,) € K
doi vectori liniar independenti. Planul 7 determinat de A si avand subspatiul
director L({v,w}) are ecuatiile parametrice

r1 = a1 +tvg + swy
...... , t,s e K.
Tp = Gp + toy + swWy

e Ecuatiile planului determinat de trei puncte necoliniare
Fie A = (a1,...,an), B = (b1,...,b,),C = (c1,...,¢y,) trei puncte necoliniare.

Acest fapt este echivalent cu faptul ca vectorii AB, AC sunt liniar independent;,
deci, conform propozitiei 2.23 punctele A, B si C' determina o varietate liniara

avand subspatiul director generat de vectorii AB, AC', adica un plan, notat
(ABC) si care are ecuatiile parametrice

1 =a1 +t(by —a1)+s(c1 —ar) = (1 —t—s)ayg +tby + scy

...... , t,s € K.
Tp = ap +t(by —an) + s(cn —apn) = (L —t — s)a, + tby, + sc,
IT1. Ecuatii ale hiperplanelor
e Ecuatia implicita a hiperplanului
Fie A = (ai,...,a,) € K™ un punct si vq,...,v,—1 vectori liniar independenti
din K™. Hiperplanul H care trece prin A si are subspatiul director egal cu

L({v1,...,v,—1}) are ecuatiile parametrice

r1 =a1+tivi; +lovar + ...+l 1Up_11
......... s 11y ytno1 € K.
Ty = Gp + tlvln + t2v2n +...+ tn—lvn—ln

Hiperplanul H are o singura ecuatie implicita, care se obtine privind ecuatiile
de mai sus ca pe un sistem liniar cu necunoscutele ¢q,...,t,_1. Acest sistem
este compatibil daca si numai daca rangul matricei asociate este egal cu rangul
matricei extinse, deci daca gi numai daca determinantul matricei extinse este 0,
ie.

2.3.2 Fascicole de hiperplane

Definitia 2.25 Fie L o varietate liniara de dimensiune n—2 din K™. Multimea
tuturor hiperplanelor care contin varietatea L se numeste fascicol de hiper-
plane de axa (suport) L.
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Observatia 2.26 (i) Dacd varietatea L are ecuatiile implicite

171 + aTo + ...+ @y, + g =0, Bixy + Boxe + ...+ Buxn + Bo =0,
atunci un hiperplan din L are o ecuatie implicita de forma

Moz + asza + ...+ antp + ag) + p(f121 + Poxa + ... + Buxn + Fo) =0,

cupekK.
(ii) Pentru n = 2 vorbim de un fascicol de drepte, iar pentru n = 3 de un
fascicol de plane.

2.3.3 Pozitii relative ale varietatilor liniare. Paralelism
afin

Propozitia 2.27 Fie L si Ly varietati liniare in K™ avand subspatiile direc-
toare Wy, respectiv Wo. Atunci Ly N Lo este varietate liniard. Daca Ly N Lo
este nevida, atunci subspatiul sau director este W7 N Wo.

Exemplul 2.28 Fie varietitile Ly = {# € R3 |2y — 23 = 3,27 — 23 = 2},
3:{I€R3‘$17I2:1,$17I3:2} §iL2:{$€R3|2IE17;’E271‘3:5}.
Atunci L1 mLQZLl §1 L’lﬁngLl ﬂL/ =V.

Definitia 2.29 Fie L, L, varietati liniare avand subspatiile directoare W; res-
pectiv Wy. Spunem ca L este paraleld cu Lo si scriem Lq||Ly dacd Wi C Wo
sau Wy C Wh.

Exemplul 2.30 Varietdtile liniare Ly, L], Lo din exemplul 2.28 sunt paralele
doua cate doua.

Observatia 2.31 (i) In planul K2 conditia de paralelism a dreptelor se reduce
la paralelismul definit prin coincidenta sau neintersectie.

(i) In spatiul K3 conditia de paralelism a planelor se reduce la paralelismul
definit prin coincidenta sau neintersectie, iar conditia de paralelism dintre o
dreapta si un plan se reduce la incluziune sau neintersectie.

Propozitia 2.32 (Postulatul lui Euclid) Fie P € K™ un punct i L € K"
o varietate liniard. Atunci exista o unica varietate liniara care contine punctul
P, este paralela cu L si are dimensiunea egala cu cea a lui L.

Exemplul 2.33 In R3 considerim punctul P = (2,—1,4) si varietatea liniara
L ={z € R3| 2y — 21y — 2x3 = 2}. Atunci varietatea liniara L', unde

L' ={x € R®|z; — 229 — 223 = —4}A contine punctul P, este paraleld cu L
gl are aceeasi dimensiune cu aceasta. In schimb, varietatea liniard L” = {z €
R3 |2y — 229 — 223 = —4, o1 + 2 + 23 = 5} contine punctul P si este paraleld

cu L, dar nu are aceeasgi dimensiune cu ea.

Observatia 2.34 (Pozitia relativa a doud varietati liniare paralele) Fie
Ly si Ly doud varietati liniare paralele. Atunci L1 N Ly = @) sau Ly C Ly sau
Lo C Ly.

Exemplul 2.35 In R? dreptele Ly si Lo, cu Ly = {z € R¥ |2y = 1,25 = 2}

§i Ly = {x € R®| 2y = 2,21 + 22 + 23 = 3} au intersectia vida, dar nu sunt
paralele.
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Observatia 2.36
¢ Pozitia relativa a doua drepte din K™ descrise parametric
Fie d si d’ doua drepte avand ecuatiile parametrice

T = a; + tvy x1 =a) +t'v]

Atunci:

(i) d si d’ se intersecteazd dacd gi numai daca rang A = rang A;

(ii) d si d’ sunt paralele dacd gi numai dacd rang A = 1.

Asadar: daca rang A = rang A = 1 cele doua drepte coincid, daci rang A =
l,rang A = 2 cele doud drepte sunt paralele dar distincte, daca rang A =
rang A = 2 cele doud drepte se intersecteazd intr-un singur punct, iar daca
rang A = 2, rang A = 3, cele doud drepte sunt neconcurente gi neparalele (ne-
coplanare).

Concret, dreptele

1 =143t $1:2+2t/
d: To=—1—-3t teR d - Tog =2 teK
CC3:2t SCth/

sunt concurente in punctul (—2,2, —2), corespunzator valorilor parametrilor ¢ =
—1,t' = 2.

e Pozitia relativa a doua hiperplane din K" descrise implicit
Fie H si H' doua hiperplane de ecuatii implicite a1xy + ... + apz, = ag,
respectiv ojx1 + ... + of,x, = af. Considerand matricele

o ... O - o ... «
AZ( / 7)7 A:( / /n /0>a
of ... o, of ... o, o
avem ca.:

(i) H si H' se intersecteazi daca si numai daci rang A = rang A,

(ii) H gi H' sunt paralele daci gi numai daca rang A = 1.

Asadar: daci rang A = rang A = 1 cele doud hiperplane coincid, daci
rang A = 1, rang A = 2, cele dou hiperplane sunt paralele dar distincte, iar
daci rang A = rang A = 2, cele doud hiperplane au ca intersectie o varietate
liniara de dimensiune n — 2.

Concret, consideram in R? planele 7,7/, 7" de ecuatii 22, — 3z9 + 3 = 1,
2x1 — 3x9 + w3 = 3, respectiv —x1 + xo + 4x3 = 5. Atunci 7 este paralel cu
7', dar distinct de acesta, iar m si 7’/ sunt concurente, intersectia lor fiind o
dreapta.

e Pozitia relativid a doui drepte din K3 descrise implicit
Fie d si d’ doua drepte din K3 date de ecuatiile implicite:

. ) oaxi +aoxe +azry = qg | ahwy + e + ahas = o
Bror + o + Bos = o Brar + s + Bhas = B
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Formam matricele

a1 Q2 Q3 Q1 Q2 Q3 Qo
A 5/1 ﬁ? 5:/3 ’ A ﬂ} 53 5;% 5(/)
ap Qy Qz ap Qy Q3 Qg
Bl By By B By B3 By

Cu aceste notatii obtinem urmatoarea caracterizare:

(i) d si d’ au intersectia nevida dac# si numai daci rang A = rang A,

(ii) d si d’ sunt paralele daca si numai dacd rang A = 2.
In concluzie, dacd rang A = rang A = 2, cele doud drepte coincid, daca
rang A = 2, rang A = 3, cele doua drepte sunt paralele dar distincte, daca
rang A = rang A = 3, cele doua drepte sunt concurente intr-un singur punct, iar
daci rang A = 3, rang A = 4, cele dou drepte sunt necoplanare.

De exemplu, dreptele de ecuatii 2z —x9—3x3 = 2,31 —2x2+2x3 = 1, respec-

9 _17 _3

tiv 21 — 29 + 423 = —1, 21 — 22 = 2 sunt concurente in punctul (=3, -5, —7).

e Pozitia relativa dintre o dreapta descrisa parametric gi un hiperplan
descris implicit
In K™ consideram dreapta d avand ecuatiile parametrice

si hiperplanul H de ecuatie ayx1+. ..+ apx, = ag. Atunci d si H sunt paralele
daca gi numai daca ajvy +. ..+ a,v, = 0. Conditia ca d si H sa aiba intersectia
nevida este ca

rang (a1v1 + ... + apv,) = rang (101 + ...+ QpUn, G — Q11 — ... — QpGy).

De exemplu, dreapta {(2 — 2t,3 — 4t,3t) |t € R} este paraleld cu planul de
ecuatie 21 — 9 = 3, dar nu e inclusa in acesta.

2.3.4 Suma a doua varietati liniare

Definitia 2.37 Suma varietatilor liniare L; si Lo din K™, notata L1 + Lo,
este acoperirea afind a reuniunii lor: Ly 4+ Lo := Af(L; U Ls).

Propozitia 2.38 (Spatiul director al sumei) Fie Ly si Ly doud varietati
liniare avand subspatiile directoare W7, respectiv Ws. Subspatiul director al
sumei L; + Lo este egal cu:

o Wi+ Ws, daca L1 N Ly 75 @,

o Wi + Wy + L({0102 }), daca L1 N Ly = (Z), unde O, € Ll,OQ € Lo sunt

arbitrare.

Corolarul 2.39 (Teorema dimensiunii pentru varietati liniare) Fie Ly, Lo
varietati liniare in K™ cu subspatiile directoare W7y, respectiv Ws. Atunci are
loc egalitatea

KAMTR2) 7 dimg Ly + dimg Ly — dimg (Wi N Wo) +1, Ly N Ly = 0.

Exemplul 2.40 Consideram punctul P = (2, —1,0) si dreapta d avand repre-

zentarea parametricad {(1 — 2t,2 + 3t,4 — t)|¢t € R}. Atunci P nu apartine
lui d, deci intersectia varietatilor liniare {P} gi d este multimea vidi. Suma
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P + d este un plan, avand subspatiul director generat de vectorii (—2,3,—1) si

PA=(-1,3,4), unde A = (1,2,4) € d. Planul P + d admite reprezentarea pa-
rametrica {(1 —2t—s,243t+3s,4—t+4s)|s,t € R} gi reprezentarea implicita
1521 + 925 — 323 = 21.

Exemplul 2.41 In R?® consideram dreptele di, do si ds avand reprezentarile
parametrice {(1 +2¢t,3 —¢,1+1t)|t € R}, {(2+2s,—5,2+ s) | s € R}, respectiv
{(1 +u,2+u,2u)|u € R}. Atunci d; si da sunt paralele gi distincte si suma
lor este planul de ecuatie 2z; — xo — bx3 = —6, iar d; §i d3 sunt concurente in

punctul (g, %, %) si suma lor este planul de ecuatie x1 + xo — 3 = 3.

2.4 Multimi convexe

In aceasta sectiune spatiile considerate sunt de forma R™ (corpul scalarilor este
corpul numerelor reale).

Definitia 2.42 Fie A, B € R” puncte (nu neaparat distincte). Segmentul
inchis [AB], respectiv segmentul deschis (AB) sunt definite astfel:

[AB] := M+ (1 - NB|A€[0,1]}, (AB):= {AM +(1—X)B|xe (0,1)}.

Daca C € [AB] spunem ci C se gisegte intre A si B sau ci C separi punctele
A si B. Daci C € (AB) spunem ci C se giseste strict intre A si B.

Definitia 2.43 O multime M C R™ se numeste multime convexa daca pen-
tru orice A, B € M avem [AB] C M.

Exemplul 2.44 (i) Spatiul R" este o multime convexa.

(ii) Multimea vida si multimile formate dintr-un singur punct sunt multimi
convexe.

(iii) Orice varietate liniard este o multime convexa.

(iv) Multimea S = {z € R*|2z; 4+ 2 — 33 — 4 > 0} este o multime
convexa. In general, dacad H este un hiperplan din R™ dat prin ecuatia implicita
h(z) = 0, multimile {x € R"|h(z) < 0}, {x € R"|h(z) > 0}, precum si
multimile {z € R"|h(z) < 0} si {z € R”|h(z) > 0} sunt multimi convexe
(numite semispatii inchise, respectiv deschise determinate de H).

Definitia 2.45 Doud puncte distincte A gi B sunt separate (strict) de catre
un hiperplan H daca dreapta AB intersecteaza hiperplanul H intr-un punct
situat (strict) intre A si B. Punctele A si B sunt situate de aceeasi parte a
lui H daca nu sunt separate de catre H.

Propozitia 2.46 Fie H un hiperplan de ecuatie implicitd h(z) = 0. Doua
puncte distincte A si B sunt separate strict de catre H daca si numai daca
h(A) - h(B) < 0.

Exemplul 2.47 In R? considerdm dreapta d de ecuatie implicitd h(z) = 0,
unde h(r) = x1 + 2x2 — 1 si punctele A = (1,3), B = (2,—1). Avem h(A) =
h(1,3) =6,h(B) = h(2,—1) = —1, deci A si B sunt separate de catre d.

Observatia 2.48 (i) Intersectia NacaM, a unei familii de multimi convexe
{My}aca este o multime convexa.

(ii) Fie ¢ : R™ — R™ o aplicatie afina. Daca X C R”, respectivY C R™ sunt
multimi convexe, atunci si p(X) C R™, respectiv ¢~ 1(Y) C R" sunt multimi
convexe.
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Definitia 2.49 Inchiderea (infisuritoarea/acoperirea) convexi a unei
multimi M C R” este intersectia tuturor multimilor convexe care contin multimea
M:
convM = ﬂ X.
X DM, X convexa

Propozitia 2.50 Fie M C R™ o multime. Atunci

q
convM = {> " NiAi| A1, Ag€ M, A, A > 0,0 + ..o+ Ay =1, ¢ €N}

i=1

Definitia 2.51 (i) O intersectie finita de semispatii din R™ se numeste tronson
sau poliedru convex

(ii) infé@urétoarea convexa a unei multimi finite de puncte din R™ se numeste
politop.

(iii) Infisurdtoarea convexi a unei multimi formate din n + 1 puncte afin
independente din R™ se numeste simplex n-dimensional.

2.5 Raport

Lema 2.52 Fie A si B doud puncte distincte in K™. Pentru orice punct P €

AB, P # B exista un unic scalar r € K \ {—1} astfel ca AP=r PB. Reciproc,
fiecarui scalar r € K \ {—1}, ii corespunde un unic punct P € AB.

Definitia 2.53 Scalarul r definit in lema 2.52 se numeste raportul punctelor
A, B, P (sau raportul in care punctul P imparte segmentul [AB]) si este
notat cu (A4, P, B).

Observatia 2.54 In calcularea raportului, ordinea punctelor este esentiala.
Modul in care este definit aceastd notiune (mai precis ordinea in care sunt
considerate punctele) difera de la autor la autor.

Propozitia 2.55 Fie A, B, P trei puncte coliniare, cu P # B. Atunci:
(i) P= A+ =B, unde r = r(A, P, B);

7+1 T
(i) P=(1- a)A + aB daca si numai daca r(4, P, B) = 1%5;
(ii) P = ;¢354 + ;3B daca si numai daca r(A, P, B) = g
Observatia 2.56 Fie P € AB\ {4, B}. Atunci:
(i) (A, P, B) > 0 daci gi numai daca P € (AB);
(i) 7(B, P, A) = sappy-
Exemplul 2.57 (i) In R? considerfm punctele A = (1,2,3), B = (2,1,

w\»—\_/

C =(0,3,7). Atunci punctele A, B, C sunt coliniare gi avem r(A,C, B) = —
r(B,C,A)=-2,r(C;,A,B)=1,r(C,B,A) = —

(ii) Fie A, B doua puncte din R™ i M = %A + %B. Atunci r(A, M, B) = 1,
r(M,A,B) = —=

Y
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2.6 Aplicatii afine

Definitia 2.58 Fie L, L, varietati liniare in K™, respectiv K. O functie
¢ : L1 — Lo se numeste aplicatie afind (morfism afin) dacd pentru orice
a, B € K cua+f = 1sipentru orice A, B € L; are loc egalitatea p(aA+(B) =
ap(A) + Bo(B). In cazul cand Ly = Ly, ¢ se numeste endomorfism afin.

Exemplul 2.59 (i) Functia ¢ : R® — R? definita prin formula
p(x1, z2,23) = (1 — 22 — T3 + 2,329 + a3 — 4) este o aplicatie afina.

(ii) Fie ¢ : L1 — Lo aplicatie afind gi L] C Lp o varietate liniard. Atunci
restrictia lui ¢ la L] este, la rAndul siu, o aplicatie afina.

Teorema 2.60 (Caracterizarea aplicatiilor afine cu ajutorul urmei) Fie
Ly si Lo varietati liniare avand subspatiile directoare Wi, respectiv Wy si ¢ :
L1 — L5 o functie. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) ¢ este aplicatie afina.

(ii) Existd un punct O € L; cu proprietatea ci aplicatia f : W7 — Who,

f(O—A>) :=p(0)p(A), numita urma lui ¢, este o aplicatie liniaré.

Observatia 2.61 Cu notatiile din teorema 2.60 avem f(]a) =o(P)p(A),
oricare ar fi P € L.

Observatia 2.62 (i) O aplicatie afina este injectivd (surjectivd) daca si numai
dacd urma sa este injectiva (surjectivi).

(ii) Compunerea a doud aplicatii afine este o aplicatie afina, iar urma com-
punerii este compunerea urmelor.

Observatia 2.63 O aplicatie afind ¢ este complet determinata de urma sa si
de o pereche de puncte corespondente (O, (O)).

Propozitia 2.64 Fie p : K™ — K™ o aplicatie afind cu urma f: K" — K™
corespunzatoare matricel A € M, ,(K) (vezi observatia 1.57). Atunci p(X) =
A-X + B, unde B = (0) € M, 1(K).

Exemplul 2.65 Aplicatia afind din exemplul 2.59 (i) corespunde matricelor
1 -1 -1 2
=00 a)e- (1)

Observatia 2.66 Aplicatiile afine au urméatoarele proprietati:

e transforma varietatile liniare in varietati liniare; mai mult, subspatiul di-
rector al imaginii este imaginea prin aplicatia urma a subspatiului director al
varietatii liniare transformate;

e transforma varietati liniare paralele in varietati liniare paralele;

e pastreaza raportul a trei puncte coliniare.

2.6.1 Translatii

Definitia 2.67 O translatie este un endomorfism afin al lui K™ a carui urma
este identitatea lui K™.

Observatia 2.68 (i) O aplicatie 7 : K™ — K" este translatie daci gi numai
dacd existd v € K™ astfel ca 7(P) = P + v pentru orice P € K". Vectorul
v se numeste vectorul translatiei si pentru orice P € K™ are loc egalitatea

v= P1(P) .
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(ii) O translatie diferitd de translatia de vector nul (i.e.diferitd de aplicatia
identica) nu admite puncte fixe.

(iii) Multimea translatiilor lui K™ formeaza un grup (in raport cu compu-
nerea functiilor) izomorf cu K™.

2.6.2 Omotetii

Definitia 2.69 Fie O € K™ un punct gi A € K™ \ {0} un scalar nenul. Se
numeste omotetie de centru O si putere (raport) A endomorfismul afin

al lui K™, notat cu Hp, cu proprietatea ci H)(0) = O si OH)(P) = X\ OP
pentru orice P € K™.

Observatia 2.70 (i) Avem H}(P) = AP + (1 — \)O, pentru orice P € K".

(ii) O omotetie de putere diferitd de 1 i de centru O admite un unic punct
fix, si anume O.

(iii) Multimea omotetiilor de centru fixat formeaza un grup (in raport cu
compunerea functiilor) izomorf cu K*.

(iv) In general, fie Hgll , Héi doud omotetii. Atunci compunerea Hé‘)z o 311
este egala cu:

e omotetia Hgl)‘Q, unde O = %01 + 11_;32 Os, pentru A g # 1;

——

e translatia de vector (1 — Aa) O104, pentru Aj Ay = 1.

2.6.3 Proiectii

Definitia 2.71 O proiectie afina este un endomorfism afin 7 avand (cel putin)
un punct fix si a carui urma este o proiectie vectoriala p. Nucleul W al urmei
p se numeste directia proiectiei afine w. Se spune ci 7 este proiectie pe
Im 7 paralela cu W.

Observatia 2.72 (i) Un endomorfism 7 este proiectie afind daca gi numai daca
% =T,

(ii) Un endomorfism 7 al lui K™ este proiectie daci gi numai dacé existad
un subspatiu vectorial W gi o varietate liniarda L in K™ cu subspatiu director
complementar lui W astfel incat pentru orice punct P, 7w(P) este intersectia
dintre L i varietatea liniara de subspatiu director W care trece prin P. In

particular, punctele imaginii Im 7 sunt puncte fixe pentru 7.
Exemplul 2.73 Aplicatia afina
7R =R w(x,20,73) = (—21 — T2 — T3 + 3,221 + 279 + 23 — 3, 23)

este o proiectie pe planul de ecuatie 2x1 + x2 + 3 — 3 = 0 cu directia data de
vectorul (1,—1,0).

2.6.4 Simetrii

Definitia 2.74 O simetrie afina este un endomorfism afin avand (cel putin)
un punct fix si a carui urma este o simetrie vectoriala.

Observatia 2.75 (i) Un endomorfism afin o al lui K" este simetrie daca si
numai daci o2 = idgn.

(ii) Daca o este o simetrie a lui K™, atunci %idKn + %O’ este o proiectie.
Reciproc, daca 7 este o proiectie a lui K", atunci 27 — idx= este o simetrie.
In consecinta, pentru o simetrie putem vorbi de directia simetriei, care este
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directia proiectiei asociate, si de axa simetriei, care este imaginea proiectiei
asociate gi care coincide cu multimea punctelor fixe ale simetriei.

(iii) Un endomorfism afin o al lui K™ este o simetrie dacd si numai daca
exista un subspatiu vectorial W al lui K™ si o varietate liniara L avand directia

un complement al lui L astfel incat pentru orice P € K™ s§ avem Po(P) € W
si 3P+ $0(P) € L.

Exemplul 2.76 In R3 consideram varietatea L de ecuatie 1 +z9+23—3=0
si vectorul (1,0,1). Simetria de axa L si directie (1,0, 1) este aplicatia o : R® —
R3, O'(l‘l,l‘g, 1‘3) = (—IQ — 3+ 3,372, —r1 — X2 + 3)

2.7 Exercitii

Exercitiul 2.77 In planul afin R? considerim punctele A = (1,2), B = (1,0),
C =1(2,1)gi D =(1,1). Aratati ca orice punct P din plan este combinatie afini
(cu ponderi convenabil alese) a punctelor A, B,C. Raméne afirmatia valabild
pentru sistemul de puncte A, B, D?

Exercitiul 2.78 Studiati independenta afina a sistemelor de puncte de mai
jos. Scrieti apoi ecuatii parametrice gi implicite pentru acoperirea lor afina si
precizati dimensiunea acesteia.

a) A= (1,1,2),B=(1,3,1),C = (2,-2,0) din R3,

b) M = (1,1,1,1),N = (2,1,3,0), P = (1,2,3,4),Q = (2,2,5,3) din R*.

Exercitiul 2.79 Scrieti ecuatii parametrice, indicati subspatiul director si precizati
dimensiunea varietatilor liniare:

a) Ly ={x € R3|x) — 1y — 23 = 2,11 + 29 + 203 = 1};

b) Ly = {x € R3|z1 + 22 + 23 = 4}.

Exercitiul 2.80 Scrieti ecuatii implicite, indicati subspatiul director si precizati
dimensiunea varietatilor liniare:

a) L1 ={zeR|z=(s—t+1,s—t+2,s—3),steR}

b) Ly={zr e R3|z=(s+ 1,58 —2,5—3), s € R}.

Exercitiul 2.81 Scrieti ecuatii parametrice si implicite pentru dreapta care
trece prin punctul P = (2,0,4) si are directia data de vectorul v = (1,0, —1).
Aceeasi cerintd pentru dreapta determinata de punctele A = (1,—1,2) i B =
(3,1,—4).

Exercitiul 2.82 Scrieti ecuatii parametrice gi implicite pentru planul care trece
prin punctul P = (2,0,4) si are subspatiul director generat de vectorii v =
(1,0,—-1) siw = (1,1, -1).

Exercitiul 2.83 In R3 consideriim punctele 4 = (0,1,-1), B =(1,2,-2) si
C = (3,1,2). Aratati cd A, B,C sunt necoliniare si scrieti ecuatii parametrice
si implicite pentru planul determinat de ele.

Exercitiul 2.84 Scrieti ecuatia implicita a hiperplanului determinat de n puncte
afin independente din K™. Particularizati apoi pentru n = 2 gi n = 3 pentru a
obtine ecuatia dreptei determinati de doud puncte distincte din K2, respectiv
ecuatia planului determinat de trei puncte necoliniare din K3 sub form# de de-
terminant. Concret, aratati ca punctele indicate mai jos sunt afin independente
si gasiti ecuatiile hiperplanelor determinate de acestea:
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a) A= (1,2),B = (3,4) din R?;
b) C = (1,3,2),D = (1,0,2), E = (2,1,-2) din R?;

¢) F=(0,-1,0,2),G = (1,1,—-1,0), H = (1,-1,2,-1),1 = (2,—3,2,0) din
R4,

Exercitiul 2.85 In R3 considerim dreapta d avand reprezentarea parametrica
d={(2-2t,1+¢t,3—1t)|t € R}. Construiti trei drepte d1, da, ds astfel ca d; sa
fie paralela cu d dar distincta de aceasta, ds sa fie concurenta cu d intr-un singur
punct, iar d3 si d sa fie necoplanare. Scrieti apoi ecuatii parametrice i implicite
pentru sumele d+dy,d+ ds. Ce se poate spune despre varietatea liniara d+ ds?

Exercitiul 2.86 Exprimati pozitia relativa a doua plane descrise parametric cu
ajutorul unor conditii de rang (vezi observatia 2.36). Concret, stabiliti pozitia
relativd a planelor m = {(2—s—1¢,3—s+¢,35s—2t)|s,t e R}, 7’ = {(1—2s,2+
2t,3 + s — 5t) |s,t € R} din R3.

Exercitiul 2.87 Exprimati pozitia relativa a dintre o dreapta si un plan des-
crise parametric cu ajutorul unor conditii de rang (vezi observatia 2.36). Con-
cret, stabiliti pozitia relativa a dreptei d = {(2 — ¢,3 + 4¢,3 + 3t) |t € R} fata
deplanul m = {(1 —s—t,2+s—2t,3+s—1t)|s,t € R}

Exercitiul 2.88 Consideram dreapta d avand reprezentarea implicita

2x1 — x9 — x3 = 3,19 + 3x3 = 1. Construiti trei drepte dy, do, d3 astfel ca d; sa
fie paralela cu d dar diferita de aceasta, do si fie concurenta cu d Intr-un singur
punct si d3 sa fie necoplanara cu d. Scrieti apoi ecuatii parametrice si implicite
pentru sumele d + dy,d + dz. Cu cine este egala varietatea liniara d 4+ dg?

Exercitiul 2.89 Consideram planul 7 avand reprezentarea implicita

1 + x2 + x3 = 3. Construiti trei drepte dy,ds,ds astfel ca d; sa fie inclusa in
7, do sa fie paralela cu 7 gi neinclusa In acesta, iar d3 sa se intersecteze cu w
intr-un singur punct. Cine sunt varietatile liniare m + dy, m + do, m + d3?

Exercitiul 2.90 (i) Construiti trei plane in R? care si fie concurente in punctul
(1,-1,2).

(ii) Construiti trei plane in R? care si se intersecteze doud cate doud astfel
ca dreptele de intersectie sa fie paralele.

Exercitiul 2.91 In R?* considerim dreptele

1 =1-—2t 1 =24+s

) w2 =2-3t ) ) To=1-23s

d: vy =141 t € R; d : v = —2— s s €R.
Ty =2 g =1+s

Stabiliti care este pozitia relativa a celor doud drepte si apoi descrieti (folosind,
dacd este cazul, atdt reprezentdri parametrice cit si implicite) intersectia i
suma lor.

Exercitiul 2.92 In R3 considerdm planele de ecuatii ©1 + 2o —x3 — 1 = 0,
2x1 + o + 3 — 1 = 0, respectiv Axy + 22 — 3x3 + 4 = 0. Determinati \ si p
astfel ca cele trei plane sa apartind aceluiasi fascicol.

Exercitiul 2.93 In R? considerfm punctele A = (-1,2,2),B=(1,-1,0),C =
(A+1,—4,-2). Determinati A astfel ca punctele A, B si C sa fie coliniare si in
acest caz calculati rapoartele r(A, B,C), r(C, A, B) si r(C, B, A).
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Exercitiul 2.94 Scrieti explicit proiectia pe varietatea liniarda L cu directia
data de subspatiul W, precum si simetria asociata, daca:

a) L={z €R¥[3xy — 2y — 23— 1 =0}, W=L({(1,1, 1)}
b) L ={z €R*|2x; — 29 =3, 23 — 24 =2}, W = L({(1,0,1,2),(1,1,2,0)}).
Exercitiul 2.95 Fie punctele A = (2,1),B = (1,2),C = (2,—1) din R2.

Aratati ca aceste puncte nu sunt coliniare si stabiliti pozitia relativa a punctului
D = (3,1) fatd de triunghiul ABC.
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Capitolul 3

Geometrie euclidiana

3.1 Distante si unghiuri in spatiul R"

In cele ce urmeazd vom considera spatiul R™ inzestrat cu produsul scalar stan-
dard (z,y) = x1y1 + ... + TpYs; norma unui vector x este ||z|| = /(z,x).
Definitii si rezultate analoage au loc pentru orice produs scalar pe R™; modifi-
cari trebuie facute doar in formulele in care apare explicit expresia produsului
scalar cu care lucram.

Definitia 3.1 (i) Fie A, B € R" doud puncte. Distanta dintre A si B este

d(A,B) := || AB ||.

(ii) Fie d, g C R™ doua drepte cu vectori directori v, respectiv w. Unghiul
dreptelor d si g este unicul numar real 6 € [0, 5] pentru care este verificata
relatia
[ (v, w)]

cosf = ————,
[[o] - flw]|

Observatia 3.2 (Inegalitatea triunghiului) Fie A, B,C € R™ trei puncte.
Are loc inegalitatea triunghiului

d(A,B) < d(A,C)+d(C,B)
cu egalitate daca si numai daca C' este intre A si B.

Observatia 3.3 Daca A = (z1,...,2,), B= (y1,...,Yn), atunci avem

d(A, B) =

Definitia 3.4 Fie d o dreapta de vector director v = (vy,...,v,). Cosinusurile
unghiurilor facute de dreapta cu axele de coordonate

A

ol Tl ~  f5, o2

cost; =

se numesc cosinusuri directoare ale dreptei d.
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3.2 Repere carteziene ortonormate

Definitia 3.5 Fie R = (O; B) un reper cartezian. Daca reperul B este un reper
ortonormat al spatiului vectorial euclidian R™, R este un reper cartezian
ortonormat. Daca B este un reper ortonormat drept (stramb) al spatiului
vectorial euclidian R™, atunci R se numeste reper cartezian ortonormat
drept (stramb).

o / /
y o > T

O - T ' Ty

Fig.1. Sisteme de axe in R? asociate unui reper ortonormat drept, respectiv unui
reper ortonormat stramb.

3.3 Perpendicularitatea varietatilor liniare

Definitia 3.6 Fie Ly si Ly doua varietati liniare avand subspatiile directoare
W1, respectiv Ws.
(i) Varietatile Ly si Lo se numesc perpendiculare daca W; 1 Whs.

(ii) Varietitile Ly si Lo se numesc normale dacid Wit = W.

Observatia 3.7 Daca varietatile Ly si Lo din R™ sunt normale, atunci are loc
relatia dim L1 4+ dim Ly = n gi intersectia dintre Ly si Lo este exact un punct.

Exemplul 3.8 In R? consideram dreptele d; = {1 — 2t,2 4 3t,1 — t)|t € R},
dy ={2—s,5,1+5s)|s € R} si planul 7 avand ecuatia implicitd —2x1 + 3z —
x3 + 11 = 0. Dreptele d; si do sunt perpendiculare, fara a fi varietati liniare
normale, in schimb dreapta d si planul 7 sunt varietati liniare normale, avand
punctul de intersectie (3, —1,2).

Observatia 3.9 (Conditii de perpendicularitate) Aceasta observatie ge-
neralizeaza exemplul 3.8.

e Conditia de perpendicularitate dintre doua drepte descrise parame-
tric
Fie d si d’ doua drepte avand ecuatiile parametrice

x1 = ap + tu; x1 =a) +t'v]

Dreptele d si d’ sunt perpendiculare daca si numai dacd v1v] + ...+ v,v), = 0.

¢ Conditia de perpendicularitate dintre o dreapta descrisa parametric
si un hiperplan descris implicit
Fie d o dreapta de ecuatii parametrice



si H un hiperplan de ecuatie implicita a1z + ... + apx, + ag = 0. Dreapta d
si hiperplanul H sunt normale daca si numai daca

V1 Vg ... U
rang tom ") =1,
ap ay ... Qp
deci dacd si numai dacd vectorul (asq, . .., a,) este vector director pentru dreapta

d.

Propozitia 3.10 Fie A € R™ un punct gi L C R" o varietate liniara. Exista o
unicd varietate L’ care trece prin P si este normald la L.

Lema 3.11 Fie A € R™ un punct si H C R™ un hiperplan. Fie B punctul in
care normala la H prin A intersecteazd pe H (B este piciorul perpendicularei
dusa din A pe H). Atunci

d(A, B) = min{d(A,C) | C € H}.

Definitia 3.12 Cu notatiile din lema 3.11, d(A, B) se numeste distanta de la
punctul A la hiperplanul H si se noteaza cu d(A, H).

Observatia 3.13 Dacid A = (ay,...,a,) si hiperplanul H are ecuatia implicita
a1y + ...+ apz, + ag = 0, atunci

larar + ... + apan, + ool

d(A,H) = >
af+...+a2
Exemplul 3.14 In R* considerim punctul A = (1,2,2 — 1) si hiperplanul H
de ecuatie x1 + x5 —x3 — x4 — 6 = 0. Dreapta d care trece prin A si este normala
pe H are reprezentarea parametricd d = {(1 +¢,2+¢2—t,—1—t)|t € R}.
Punctul de intersectie dintre d si H este B = (2, 3,1, —2), iar distanta de la A
la H este d(A, B) =2

3.4 Izometrii

Definitia 3.15 O izometrie este o aplicatie ¢ : R™ — R™ cu proprietatea ca
d(A, B) = d(p(A), ¢(B)) pentru orice A, B € R™.

Exemplul 3.16 (i) Translatiile sunt izometrii.

(ii) Simetriile care au axa perpendiculard pe directie sunt izometrii.

(iii) Aplicatia ¢ : R? — R?, p(x1, 20) = (%xl - %xg -3, fxl + ‘[xg +4)
este o izometrie a planului euclidian R2.

Teorema 3.17 O aplicatie ¢ : R® — R™ este izometrie daca si numai daca
© este aplicatie afind cu urma ortogonald (urma lui ¢ este acea aplicatie f :

R™ — R™ cu proprietatea ca f(OP) = p(O)p(P) pentru orice doud puncte O
si P).

Corolarul 3.18 O izometrie a lui R" este o aplicatie de forma ¢ : R® — R",
»(X)=A-X + B, cu A matrice ortogonala.

Observatia 3.19 (i) O izometrie este o aplicatie injectiva (rezulta ca, in gene-
ral, proiectiile nu sunt izometrii).

(ii) O izometrie aplica varietati liniare in varietati liniare de aceeagi dimen-
siune.
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(iii) O izometrie pastreaza relatia ”a fi intre”.
(iv) Compunerea a doud izometrii este o izometrie.

(v) Daca o izometrie este aplicatie inversabild, atunci inversa ei este tot o
izometrie.

(vi) Pentru fiecare punct O € R", o izometrie a lui R™ se descompune in
mod unic ca produsul dintre o izometrie cu punct fix O si o translatie.

3.5 Proiectii centrale

Definitia 3.20 Fie £ € R® un punct, 7 C R?® un plan, astfel ca E si nu
apartin lui 7 si fie 7’ planul paralel cu 7 care trece prin E. Proiectia centrala
(proiectia perspectiva) de centru E si plan 7 este acea aplicatie p : R3\ 7/ —
7 care 1i asociaza unui punct P din spatiu (si care nu ii apartine lui 7’) intersectia
dreptei EP cu planul 7.

Observatia 3.21 O proiectie centrala nu este o izometrie si nu este o aplicatie
afind. De asemenea, o proiectie centralda nu este data de restrictia unei aplicatii
afine la R® \ 7/

Observatia 3.22 (Construirea unei proiectii centrale) Presupunem ci
sunt date observatorul E(z¥, x¥ 2%) precum si sistemul de puncte

P = {Pi(xf"',xgi,x?') [i=1,...,N},

raportate la reperul cartezian ortonormat drept (O;B = (by, ba, b)) avand sis-
temul de axe asociat Oxjxoxs. Planul de proiectie va fi ales perpendicular pe
dreapta OF.

Pasul 1. Alegerea unei origini convenabile a reperului

In cazul in care originea reperului, O, nu se afla in interiorul paralelipipedului
minim care contine sistemul de puncte P, se considera centrul geometric C' al
acestui paralelipiped. Coordonatele (¢, z§,2S) ale lui C sunt definite prin

formulele )
pmin | pmax
c _ 7 J L
.’EJ _f7 .7_112737
P;

i . P P . . v
unde " = mlni(le), TP = maxi(xj ), 7 = 1,2,3. Apoi se efectueaza

schimbarea originii reperului din O in C' prin efectuarea unei translatii de vector

OC, deci modificarea coordonatelor dupa formula x; — x; — x]c (i=1,2,3). In
continuare, C' va fi redenumit O, deci coordonatele vor fi considerate in raport
cu reperul (O; B).
Pasul 2. Construirea reperului de observare. Exprimarea coordona-
telor punctelor in noul reper
Scopul celui de-al doilea pas este de a construi un nou reper, numit reper de
observare, avand originea in punctul E si axele convenabil alese si de a deter-
mina coordonatele punctelor in noul reper. Ideea fundamentala este ca una din
axe (spre exemplu cea de-a treia) si aibd ca suport dreapta EO: scopul acestei
alegeri va deveni clar mai tarziu, in Pasul 3. De asemenea, pentru ca reperul de
observare sa fie ortonormat, celelalte doua axe vor trebui alese intr-un mod cat
mai convenabil in planul perpendicular pe EO care trece prin E, deci in planul
tangent la sfera de centru O si raza ||OFE|| in punctul O.

Pentru aceasta, consideram coordonatele sferice (p, ¢, ) ale lui E in ra-
port cu punctul O, unde

e p € (0,00) reprezintd distanta de la punctul O la observatorul F;
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LR (—g, g) reprezinta latitudinea punctului F, cu alte cuvinte, unghiul
(orientat) dintre dreapta OF si planul Ox;xo;

e 0 € [0,27) reprezintd longitudinea lui F, adicd masura unghiului dintre
planele Oxiz3 si OEzs.

Relatia dintre coordonatele carteziene (z1, 2% 2 ¥
lui E este data de formulele

) si cele sferice (p, ¢, 6) ale

¥ = pcosypcosd
¥ = pcospsinf

¥ = psin .
Aceste relatii permit exprimarea coordonatelor sferice in functie de cele car-

teziene: de exemplu, p = /> . (zF)2. Alternativ, ca date de intrare, pot fi
introduse coordonatele sferice ale lui E in loc de coordonatele carteziene.

In acest moment poate fi construit reperul de observare (E;U = (ug,uz,u3)):
originea sa este punctul E, vectorii uj, respectiv ug, sunt versorii vectorilor

tangenti la cercul paralel, respectiv la meridianul prin E de pe sfera de centru O

e

si raza p, In timp ce vectorul ug este versorul lui £O. Determinam in continuare
relatiile dintre vectorii reperului B si cei ai reperului U. Cercul paralel si cercul
meridian prin E de pe sfera mentionatd sunt curbele parametrizate (in raport
cu reperul Ozqxax3)

cp(t) = (pcospcost, pcospsint, psin ),

em(t) = (pcostcosb, peostsinb, psint),
iar vectorii tangenti la aceste doud curbe in punctul ¢(f) = E sunt

¢, (0) = (—pcosgsinb, pcospcosb,0),
e (p) = (—psinpcos B, —psin sin b, p cos p).

Vectorul OF are, in reperul B, componentele (p cos ¢ cos @, pcos psinf, psin ¢).
Aceste consideratii arata ca, in reperul B, vectorii uy, us, u3 au componentele:

u; = (—sind, cos b, 0)
us = (—sin ¢ cos 0, — sin p sin 4, cos p)

uz = (—cos pcos @, — cos psinf, —sin p),
cu alte cuvinte,
u; = —sin@ by + cos O by
Uy = — siny cos 0 by — sin @ sin 0 bs + cos @ b
Uz = — cos p cos @ by — cospsin 6 by — sin ¢ bs,

deci matricea de trecere de la reperul B la reperul U este

—sinf —singpcosf —cosycosb
Mpuy = cosf —sinpsind —cosysind
0 cos ¢ —sing

Se observa ca Mpy este o matrice ortogonald cu determinantul egal cu —1,
ceea ce arata ca reperul U este un reper ortonormat stramb. Relatia dintre
componentele unui vector v in cele doua repere B, respectiv U, se obtine din
sirul de egalitati

(v)u = Mus - (v)5 = Mg, - (v)5 = My - (0) 5. (3.1)
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Fie acum P un punct arbitrar din spatiu, avand coordonatele (z1,zs,z3)
in reperul (O;B), respectiv (y1,y2,ys) in reperul (E;U). Relatia dintre ele o
obtinem in doua etape:

— In prima etapa schimbam doar originea reperului, determinand coordona-
tele lui P in reperul (E; B):

o=z -2, i=1,2,3 (3.2)

— in cea de-a doua etapd determinidm coordonatele (y1,ys,y3) ale lui P in
reperul (E;U) prin relatia

1 17/1
yo | =My | 2 | (3.3)
Ys iﬁé

Aceastd formula se bazeazd pe egalitatile (3.1) si pe faptul c&, prin definitie,
coordonatele lui P in reperul (E;U) (respectiv (F;B)) sunt componentele vec-

torului EP in reperul U (respectiv B).
Relatia (3.3) permite determinarea coordonatelor punctelor din sistemul P
in reperul de observare.

Pasul 3. Realizarea proiectiei pe planul 7
Planul 7 pe care se realizeaza proiectia este considerat perpendicular pe dreapta
OF, astfel ca O gi E sa fie de o parte si de alta a sa. Aceastad alegere a lui 7
este In concordanta cu faptul ca observatorul E ”priveste” in directia lui O,
care este situat in interiorul paralelipipedului minim determinat de sistemul de
puncte P, deci observatorul ”vizualizeaza” sistemul de puncte P. Notam cu d
distanta de la punctul E la planul 7. In reperul cartezian (E;U), planul 7, fiind
perpendicular pe axa Fys, are ecuatia y3 = d, iar planul 7’ care trece prin E si
este paralel cu 7 are ecuatia ys3 = 0.

Fie P € R3\ 7/ un punct care, in reperul (E;U), are coordonatele (y1, y2, y3)-
Proiectia centrala a lui P este punctul P’ aflat la intersectia dreptei PE cu planul

7. Coordonatele sale sunt
(yld, 2 d> . (3.4)
Ys Y3

In final, introducem in planul 7 sistemul de coordonate E'y/|y},. Acesta este
obtinut proiectand pe planul 7, de-a lungul dreptei OF (deci ortogonal), reperul
Ey1y2y3. In acest reper, coordonatele lui P’ sunt

(yld, y2d> . (3.5)

Ys Y3

36



T3

T2

Z1

Fig. 2. Sistemele de coordonate Oz1x223, Ey1y2ys si E'yiys. Punctul P’ este proiectia
centrald a punctului P pe planul 7.

Exemplul 3.23 Consideram un sistem de 8 puncte care in reperul ortonormat
initial Oxyx2x3 au coordonatele

P1(17171)1 PQ(_]-vla]-)a PS(_la_lal)a P4(17_171)7

P5(171a71)7 P6(7171771)5 P7(71a71771)5 P8(1771771)

si care reprezinta varfurile unui cub avand centrul in punctul O si fetele paralele
cu planele de coordonate. Consideram ca observatorul E are in acest reper
coorodnatele sferice p = 5, = 0,0 = 7, ceea ce inseamnad ca E are coordonatele
carteziene ¥ = 0,2F = 5,28 = 0; in particular punctul E este situat pe axa
Oxy. De asemenea, vom lua d = 3, cu alte cuvinte 7 este planul de ecuatie x5 = 2
(este perpendicular pe dreapta OF si este situat intre O si E, la distanta de 3
unitati de observatorul E). Cum in acest caz centrul paralelipipedului minim
coincide cu originea sistemului de coordonate, nu mai este necesar sa efectuam
translatia de la pasul 1 si trecem direct la pasul 2. Folosind notatiile de mai
inainte, avem

-1 0 0 -1 0 0
Mpy = 00 -1 |, Mg = 0 01
01 0 0 -1 0

Coordonatele celor opt puncte in reperul (E;B), bazate pe formulele (3.2), sunt
respectiv:

P1(17_47 1)? PQ(_la_471)7 P3(_17_6a 1)7 P4(17_671)7

P5<17_4a_1)a P6(_17_4a_1)7 P7(_17_67_1>7 P8(17_67_1)5
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iar coordonatele in reperul (E;U), date de formulele (3.3), sunt
Pi(~1,1,4), Py(1,1,4), Ps(1,1,6), Py(—1,1,6),

P5(7177134)7 P6(1a7174)7 P7(157176)a P8(7177176)'

In continuare, utilizand relatiile (3.4) si (3.5), se obtin coordonatele punctelor
de proiectie in sistemul de coordonate E’y{y5 din planul 7

3 3 3 3 11 11

/ - = / e / I / _ - =
A(-39) #(35) 7)) #(a)
3 3 3 3 1 1 1 1

Cum planul de proiectie a fost ales paralel cu fetele P P Ps Ps, respectiv Py P3 P; Py,
ne agteptam ca proiectiile acestor fete sa fie tot patrate (acest fapt nu raméne
valabil pentru o configuratie arbitrara!). Intr-adevir, punctele P{, P}, P}, P.,
(reprezentand proiectiile punctelor situate pe fata mai apropiata de observa-
tor) determind un patrat cu latura de 2 in planul 7, in vreme ce Py, P}, P}, P}
determina un patrat cu latura 1 in acest plan.

3.6 Exercitii

Exercitiul 3.24 Cum poate fi definit unghiul dintre o dreapta si un plan din
R3? Care este conditia de perpendicularitate dintre dous plane descrise implicit?

Exercitiul 3.25 Determinati o dreapta care trece prin punctul P = (2,1,1) si
face cu axa Oz un unghi de 7. Este solutia unica?

Exercitiul 3.26 In R3 considerdm punctul A = (1,3,2), dreapta d avand re-
prezentarea parametricd d = {(1—t,2+¢,—1—t) |t € R} si planul H determinat
de d si de punctul P = (1,1,1). Scrieti ecuatiile variettilor care trec prin A si
sunt normale la d, respectiv la H.

Exercitiul 3.27 Determinati distanta de la A = (1, —1,0) la planul determinat
de punctele P = (1,1,1),Q = (1,2,0), R = (0,2,1).

Exercitiul 3.28 In R? considersm dreptele d = {(14 5,2 —2s,1+s)|s € R},
g={(1-2tt,3+1¢t)|t € R}. Aratati cd dreptele d si g sunt necoplanare si
scrieti ecuatiile perpendicularei lor comune.

Exercitiul 3.29 Fie P = (—1,0,1) si H planul de ecuatie 1 +z2 +x3—1 = 0.
a) Determinati ecuatiile dreaptei d care trece prin P normala la H.
b) Scrieti explicit ecuatiile proiectiei facute pe H paralel cu d si ale simetriei
asociate.

Exercitiul 3.30 Determinati punctele B si C' din planul euclidian R? astfel
ca ABC si fie un triunghi echilateral cu centrul de greutate O = (0,0), unde
A = (0,/3) i determinati toate izometriile planului care lasa triunghiul ABC
invariant.

Exercitiul 3.31 In planul R? considerfm punctele A = (1,0), B = (0,1),C =

(=1,0), D = (0,—1). Aratati cA ABCD este un patrat si determinati izometriile
planului care lasa acest patrat invariant.
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Capitolul 4

Conice

Definitia 4.1 O conica (in R?) este o multime de puncte ale ciror coordonate
(21, z9) verifica o ecuatie de forma

2 2
a11Tq + 2@12%11}2 + 22T + 20,131'1 + 20,231'2 + azs = 0, (41)
unde (a;j); ; sunt coeficienti reali astfel ca (a11,a12,a22) # (0,0,0).
Definitia 4.2 Pentru conica descrisd de ecuatia (4.1) vom nota
a1l aiz2 a13
o ai; a2 A—
a = ) = a12  Ag22 (23
a2 Q22
a3 @23 Q33

Matricea a se numeste matricea conicei, iar matricea A se numeste matricea
extinsa a conicei. Vom folosi, de asemenea, urmatoarele notatii:

0:=deta, A:=detA, r:=ranga, R:=rang A.

Exemplul 4.3

2 2
. XT3 1 1

—_ ——]_: .A (5:7 A:—i :2 = O.
(i) 9 —1—25 0. Avem R 22577“ ,R=3

(ii) 222 + 8z179 + 1023 — 221 + 222 —5 = 0. Avem § = 12, A = —140, r = 2,
R=3.

(iii) 2?2 — 221w9 — 23 + 421 —4=0. Avem 6 = -2, A =12, r =2, R=3.

(iv) 3 =621 =0. Avem § =0, A= -9, r =1, R=3.

(v) 22 + 22109+ 25 —4=0. Avem § =0, A=0,r=1, R=2.

Definitia 4.4 Un punct Py € R? se numeste centru al unei conice daci si-
metria de centru Py invariaza conica, i.e. daca pentru orice punct P al conicei
rezulta ca 2Py — P (simetricul lui P fata de Py) este, la randul siu, un punct al
conicei.

Propozitia 4.5 Un punct Po = (210, Z29) este centru al conicei daci gi numai
daca perechea (19, x20) este solutie a sistemului

a11710 + a2 + a3 =0
a21710 + a22T20 + a3 = 0.

Corolarul 4.6 (i) Multimea centrelor unei conice formeazs o varietate liniara
(multimea vida, un punct sau o dreaptd).

(ii) O conicd are centru unic dacd si numai daca ¢ # 0.
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Definitia 4.7 O conica se numeste nedegenerata daca A # 0. In cazul in
care A = 0, conica se numeste degenerata.

Propozitia 4.8 (Clasificarea afini a conicelor)

(i) Numerele 6, A, r si R asociate unei ecuatii de forma (4.1) nu se modifica
in urma unei schimbari afine de coordonate.

(ii) Printr-o schimbare de coordonate convenabil aleasd si inmultind, even-
tual, ecuatia obtinuta cu o constanta, orice ecuatie de forma (4.1) poate fi adusa
la una din formele de mai jos:

R Forma canonica afind a conicei | Denumire

3 r3+a5-1=0 Elipsa
22 —25-1=0 Hiperbola
—22—-22-1=0 Elipsa vida

3 23 —2w5 =0 Parabola

2 2+23=0 Punct dublu
2?2 —23=0 Pereche de drepte secante

2 23 -1=0 Pereche de drepte paralele
—22-1=0 Pereche de drepte vida

1 3 =0 Dreapta dubla
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Anexa A

Proiecte

1. (Baze)

Input: n € N (n = 2;3), vectori v1,...,v,,w € R™.

Output: -Stabilegte dacd {v1,...,v,} este o bazd lui R" gi in caz afirmativ
scrie vectorul w ca o combinatie liniara a vectorilor vy, ..., v,.

-Pentru n = 2 reprezentare grafica.

2. (Repere in R?)
Input: vectori by, by, v1,ve, w € R2.

Output: -Stabileste daci {by, b2}, respectiv {vy,vo} sunt baze ale lui R2. In
caz afirmativ, precizeaza daca reperele (b1, ba) si (v1,v2) sunt la fel orientate sau
nu gi scrie componentele vectorului w in cele doua repere.

-Reprezentare grafica.

3. (Subspatii vectoriale)

Input: n € N (n = 2;3), un subspatiu vectorial W al lui R" dat sub forma
parametrica.

Output: -Scrie ecuatii implicite pentru W.

-Pentru n = 2 reprezentare grafica.

4. (Suma directa)

Input: Subspatii vectoriale Wi, Wy ale lui R? (unul parametric, celilalt impli-
cit), un vector w € R2.

Output: -Stabileste dacs R? = W, @ W si in caz afirmativ scrie vectorul w ca
suma dintre un vector din Wi gi unul din Ws.
-Reprezentare grafica.

5. (Aplicatii liniare)

Input: n € N (n = 2;3), o aplicatie liniard f : R™ — R", vectori vq,v2 € R™.
Output: -Calculeaza dimg Ker f, dim; Im f si vectorii f(v1), f(vs), precizand
daca sunt liniar independenti sau nu.

-Pentru n = 2 reprezentare grafica.

6. (Proiectii)
Input: Subspatii vectoriale Wi, Wy ale lui R2.

Output: -Stabileste dacd R? = W, @ Wj si in caz afirmativ determina proiectia
pe Wi de-a lungul lui Ws.
-Reprezentare grafica.
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7. (Drepte distincte determinate de ¢ puncte)
Input: n,q € N (n =2;3), puncte P;,..., P, € R™

Output: -Stabileste cate drepte distincte formeaza aceste puncte.
-Pentru n = 2 scrie ecuatiile acestor drepte si realizeaza o reprezentare grafica.

8. (Reper cartezian)
Input: n (n = 2;3), puncte O, P € R", vectori by, bs, ..., b, € R™.

Output: Stabileste daca by, ...,b, sunt liniar independent;i si in caz afirmativ
determina cooordonatele punctului P in reperul cartezian (O; (by,...,by)).
-Pentru n = 2 reprezentare grafica.

9. (Varietati liniare)

Input: n € N (n = 2;3), o varietate liniard L din R™ descrisd prin ecuatii
implicite.

Output: -Scrie ecuatii parametrice pentru L.

-Pentru n = 2 reprezentare grafica.

10. (Suma unor varietati liniare)

Input: n € N (n = 2;3), varietati liniare Ly, Lo ale lui R™.

Output: -Calculeaza dimensiunile varietatilor liniare L1, Lo, L1 N Lo, L1 4+ Lo
si precizeaza daca R™ = L1 + L.

-Pentru n = 2 reprezentare grafica.

11. (Pozitie relativa a unor drepte)
Input: n € N (n = 2;3), doud drepte din R™.
Output: -Stabileste pozitia relativii a celor doud drepte. In cazul in care se

intersecteaza determina punctul de intersectie.
-Pentru n = 2 reprezentare grafica.

12. (Pozitia relativad a unei drepte fati de un triunghi)
Input: O dreapta si varfurile unui triunghi din R2.

Output: -Precizeaza pozitia relativa a dreptei fata de triunghi.
-Reprezentare grafica.

13. (Pozitia relativa a doud triunghiuri)
Input: Varfurile a dous triunghiuri din R2.

Output: -Precizeaza daca interioarele celor doua triunghiuri au intersectia ne-
vida, in caz afirmativ specificand daca unul dintre ele este inclus in interiorul
celuilalt.

-Reprezentare grafica.

14. (Acoperire convexa si poligon)
Input: Patru puncte din planul R2.

Output: Deseneaza frontiera acoperirii convexe a celor patru puncte precum
si poligonul (poligoanele, daca este cazul) determinat(e) de acestea.

15. (Paralelipiped minim / Minmax box)
Input: n,q € N (n = 2;3), o multime de puncte P = {P,..., P} din R"; un
punct @ € R™.
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Output: -Coordonatele varfurilor paralelipipedului minim determinat de sis-
temul de puncte P.

-Decide daca @) este situat in interiorul, pe frontiera sau in exteriorul acestui
paralelipiped minim.

-Pentru n = 2 reprezentare grafica.

16. (Ordinea a patru puncte coliniare)
Input: n (n = 2;3), patru puncte din R™.
Output: -Stabileste daca cele patru puncte sunt coliniare. In caz afirmativ

indica ordinea lor pe dreapta pe care sunt situate.
-Pentru n = 2 reprezentare grafica.

17. (Imaginea unei drepte printr-o aplicatie afini)
Input: O aplicatie afind f a lui R?, o dreapti d din R2.

Output: Determina imaginea lui d prin f si reprezinta grafic, atat pe d cat si

pe f(d).

18. (Transformairi afine)
Input: Cinci puncte O, A, B, A’, B’ din R2.

Output: -Stabileste daca exista o transformare afina f astfel ca f(AOAB) =
AOA’B’. In caz afirmativ, scrie explicit aplicatia f.
-Reprezentare grafica.

19. (Proiectia unor puncte)
Input: Un plan 7, o dreapts d, trei puncte A, B, C' din R3.

Output: Calculeaza p(A), p(B),p(C), unde p este proiectia ficuta pe 7 paralel
cu d si reprezinta grafic aceste trei puncte (in planul 7).

20. (Proiectia unor drepte)
Input: Un plan 7, trei drepte d, di, do din R3.

Output: Stabilegte natura si pozitia relativa a varietatilor liniare p(dy) si p(da),
unde p este proiectia ficutd pe 7 paralel cu d si le reprezinta grafic (in planul

).

21. (Simetrii)
Input: Doua drepte dy,dy si trei puncte A, B, C' din planul R?.

Output: -Determind punctele s(A), s(B), s(C), unde s este simetria de axa dy
si directie ds.
-Reprezentare grafica.
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