Introducere in teoria fasciculelor

Seminar 12
Luni, 12.05.2014.

1. (Colanturi liftabile) Fie
0—F —F—F —0

un gir exact de fascicule de grupuri abeliene de baza X. Notam cu C’}(% , F") complexul colanturilor Cech ale
lui F” ce pot fi liftate in F. Demonstrati ca dacid F' este flasc, atunci

Cy(%,F'y=C"%,F") ss H-(% ,F")=H %, F"), Vq.

2. (Identitatea este omotopa cu 0) Cu notatiile de la curs, demonstrati ca

h(H-l(Sq + 5q+1h(1 — idC'q(%7]:)~

3. (Coomologie cu valori in fascicule de baza C* x (C*)!) Fie X = CF x (C*)!. Demonstrati ca
HY(X,0x) =0, pentru orice ¢ > 1.

4. (Coomologie pentru CP') Fie P! = CP! si fie O = Ox fasciculul structural.
(i) Folosind coordonate omogene pe P* = {[u : v]|(u,v) € C?\ {(0,0)}}, construiti o acoperire aciclica
U ={U,V} alui P'.
(ii) Determinati C°(%,0),C (%, O) si scrieti explicit cum actioneazi operatorul 6°.
(iii) Calculati ker §°. Determinati H°(P!, O).
(iv) Calculati cl, O)/im §0. Determinati H' (P!, 0).
(Indicatie (iii), (iv): folosind dezvoltari in serie Laurent).
(v)* Folosind acelasi tip de argumente, determinati H°(P*, Q'), H' (P, Q).
5. (Grup de coomologie infinit dimensional) Fie X = C2\ {(0,0)} si fie Ox fasciculul structural.

Demonstrati cd H'(X,Ox) este infinit dimensional. (Indicatii: folositi teorema lui Hartogs; determinati o
acoperire aciclici convenabild pentru X; folositi dezvoltari in serie Laurent pentru a calcua C*, §°(C?)).

6. (Grupuri de coomologie Cech si rafinarea acoperirilor) Fie X un spatiu topologic, F un fascicul de
grupuri abeliene de bazd X. Fie % = (Ua)acr 0 acoperire deschisa a lui X si ¥ = (V3)e o rafinare a sa.

(i) Fie p : J — I o aplicatie de rafinare si p® : C*(%,F) — C*(¥,F) morfismul de colanturi indus.
Demonstrati cd p® comuta cu §°® (i.e. 67 0 p? = p? 0 §9, pentru orice q).

(ii) Fie Fie p, p’ : J — I aplicatii de rafinare. Demonstrati c& p® si p'* sunt omotope.

7. (Problema Cousin multiplicativa) Orice hipersuprafatd analiticid din C™ este dat& de zerourile unei
singure functii olomorfe definitd, pe C"™. (Indicatii: o hipersuprafata analitica este definitd, local, de zerourile
unei functii olomorfe, unicd pana la inmultirea cu o functie inversabild; se genereaza astfel o acoperire a lui C";
se stabilegte ce relatie are loc pe intersectii de deschisi, facand legdtura cu fasciculul O*).



