RAPORT STIINTIFIC PRIVIND IMPLEMENTAREA
PROIECTULUI PN-II-ID-PCE-2011-3-0118 IN 2013

In aceastd perioads au fost elaborate 7 articole stiintifice, 6 dintre acestea fiind
publicate sau acceptate spre publicare in reviste cotate ISI, iar unul este trimis spre
evaluare pentru o posibild publicare. De asemenea, articolul [C. Gherghe, Harmonic
maps and stability on locally conformal Kdhler manifolds], ce fusese trimis spre
evaluare la o revista cotata ISI in etapa 2012, a fost acceptat i a aparut in revista
Journal of Geometry and Physics, 70 (2013), 48-53.

Continutul celor sapte articole realizate in etapa 2013, ce acopera in totalitate
obiectivele propuse pentru aceasta etapéa, poate fi sintetizat dupa cum urmeaza:

1. L. Ornea, M. Parton, V. Vuletescu: Holomorphic submersions of locally
conformally Kddhler manifolds, Annali di Matematica Pura ed Applicata, DOI
10.1007/s10231-013-0332-z, in press.

Acest articol este realizat In cadrul obiectivului 2 din planul de lucru. Trebuie
mentionat ca In acest articol s-a obtinut un rezultat mult mai general decat obiec-
tivul initial. Astfel, desi initial ne propuseseram sa studiem doar cazul fibrarilor
eliptice, in articol am obtinut un rezultat de non-existenta de metrici LCK pentru
cazul submersiilor olomorfe - nu doar pentru fibrari local triviale, si nu doar pentru
cazul in care fibrele sunt de dimensiune unu.

Rezultatul principal obtinut este urmatorul. Daca se considera o submersie
complex-analiticd intre varietati compacte (cu fibre de dimensiune strict pozitiva),
astfel incat o singura fibra a submersiei este de tip Kahler, atunci domeniul submer-
siei nu poate admite metrici LCK decat in cazul in care fibrele sunt curbe eliptice.

Consecinte importante:

- 0 noud demonstratie a unui rezultat din 1999 al lui K. Tsukada (“The canonical
foliation of a compact generalized Hopf manifold”, Differential Geom. Appl. 11
(1999), no. 1, 13-28), care aratd ca produsul a doua varietdti Vaisman regulate
compacte nu admite metrici LCK;

- demonstratia faptului ca produsul unei varietati LCK (care nu este GCK) cu
o varietate Kéhler nu admite metrici LCK.

Legat de aceastd a doua consecinta, trebuie mentionat ca este incd deschisa
problema existentei metricilor LCK pe un produs de varietati LCK; rezultatul de
mai sus sugereaza ca raspunsul ar putea fi negativ. Ne propunem sa investigam in
continuare aceasta problema.

2. G. E. Vilcu: Mized paraquaternionic 3-submersions, Indagationes Mathemat-
icae, 24(2) (2013), 474-488.

In acest articol este introdusd o noud clasi de submersii semi-Riemann, definite
intre varietati inzestrate cu 3-structuri mixte si varietati aproape paracuaternionice
hermitiene. Sunt obtinute proprietati fundamentale ale acestei clase de submersii i
sunt investigate transferul structurilor si geometria fibrelor. In particular se demon-
streaza ca in cazul in care spatiul total al submersiei este mixt 3-cosymplectic sau
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mixt 3-Sasaki, atunci o astfel de submersie este aplicatie armonica. De asemenea,
in articol sunt prezentate numeroase exemple nebanale de astfel de submersii.

3. G. E. Vilcu: On Chen invariants and inequalities in quaternionic geometry,
Journal of Inequalities and Applications 2013, 2013:66.

In lucrarea [Some pinching and classification theorems for minimal submanifolds,
Arch. Math. 60, 568-578 (1993)], B.-Y. Chen a introdus noi tipuri de invarianti Rie-
mann, cunoscuti astizi ca d-invarianti sau invarianti Chen, in scopul furnizarii de
raspunsuri la o probleméa deschisd a lui S.S. Chern cu privire la existenta imer-
siillor minimale intr-un spatiu Euclidian de dimensiune arbitrara. In fapt, da-
torita lipsei de control a proprietatilor extrinseci ale subvarietatilor prin intermediul
invariantilor intrinseci cunoscuti, nu a putut fi solutionata problema lui S.S. Chern
inainte de introducerea d-invariantilor. Astfel, in lucrarea mai sus citata, B.-Y
Chen obtine o conditie necesara gi suficientd pentru existenta imersiilor izometrice
minimale de la o varietate Riemann data la un spatiu Euclidian gi stabileste o ine-
galitate optima pentru o subvarietate intr-o forma spatiala reala, utilizand pe de o
parte curbura scalara si curbura sectionald (ambele fiind invarianti intrinseci), iar
pe de altd parte patratul curburii medii (principalul invariant extrinsec).

In acest articol sunt prezentate extinderi ale inegalitatilor de tip Chen in context
cuaternionic, sunt investigate si complet caracterizate cazurile de egalitate, iar in
final sunt propuse sapte probleme deschise in domeniu.

4. G. E. Vilcu: Canonical foliations on paraquaternionic Cauchy-Riemann sub-
manifolds, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 399(2) (2013), 551—
558.

Relativ recent, in lucrarea [S. Ianus, S. Marchiafava, G.E. Vilcu, Paraquater-
nionic CR-submanifolds of paraquaternionic Kahler manifolds and semi- Riemannian
submersions, Cent. Eur. J. Math. 8 (2010), no. 4, 735-753], autorii au introdus con-
ceptul de CR-subvarietate paracuaternionica, stabilind cateva rezultate fundamen-
tale cu privire la geometria acestor subvarietati. In articolul [4] sunt generalizate
aceste rezultate, fiind extins conceptul de CR-subvarietate paracuaternionica intr-
un context mai general, mai exact pe varietatea produs a doua varietati paracuater-
nionice Kahler, despre care se stie ca admite o structura aproape paracuaternionica
hermitiana canonica, insa aceasta nu mai este paracuaternionica Kahler. Mai intai
este investigata integrabilitatea distributiilor implicate in definitia CR-subvarietatii
si sunt studiate foliatiile canonice induse pe CR-subvarietati paracuaternionice. In
plus, sunt obtinute conditii necesare si suficiente pentru ca o astfel de subvarietate
sa fie riglata in raport cu foliatiile canonice. In ultima parte a lucrarii sunt gasite
conditii necesare si suficiente pentru ca aceste foliatii sa fie semi-Riemanniene.

5. L. Ornea, M. Parton, P. Piccinni, V. Vuletescu: Spin(9) geometry of the
octonionic Hopf fibration, Transformation Groups, 18, No. 3, 845-864 (2013)

Acest articol este realizat in cadrul obiectivului de extindere a notiunilor si rezul-
tatelor obtinute in geometria LCK la cazul mai general al geometriilor local con-
forme cu structuri geometrice interesante, cum ar fi cele simplectice sau cu olonomii
speciale (obiectivul 4 din planul de lucru). In articol se trateazi cazul metricilor
local conforme cu metrici cu olonomie speciald Spin(9).

Rezultatul principal obtinut in acest articol este acela ca varietatile local con-
forme cu metrici cu olonomie Spin(9) sunt caturi ale sferei de dimensiune 15; cu
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alte cuvinte, aceste varietati constituie analoage ale varietatilor Vaisman regulate
din geometria LCK. De asemenea, in articol sunt prezentate exemple de astfel de
varietati - exemple nebanale, destul de dificil de obtinut, deoarece studiul grupu-
lui Spin(9) este strans legat de cel al algebrei octonionilor (o algebra neasociativi,
mult mai dificil de studiat decat corpul numerelor complexe care apare in cadrul
varietatilor LCK).

In plus, in articol s-a obtinut o noua demonstratie a unui rezultat foarte profund
din 1992: B. Loo and A. Verjovsky, The Hopf fibration over S8 admits no S1-
subfibration, Topology, 31(2):239-254.

6. A.M. Tonescu, V. Slesar, M. Visinescu, G.E. Vilcu: Transversal Killing and
twistor spinors associated to the basic Dirac operators, Reviews in Mathematical
Physics, vol. 25, Issue 08, September 2013, 21 pp.

In acest articol se obtine interactiunea dintre spinorii Killing transversi si op-
eratorul Dirac in contextul general al foliatiilor Riemanniene. In acest scop sunt
definiti spinorii Killing transversi ca o extensie naturala a spinorilor bazici paraleli
transversi in raport cu o conexiune modificata si este introdusa de asemenea intr-un
mod natural o clasd de spinori twistor. Aceste definitii difera in cazul general al
foliatiilor Riemanniene de cele clasice date de N. Ginoux sau G. Habib, dar pen-
tru cazul particular cel mai convenabil al foliatiilor Riemann cu curbura armonica
bazica, definitiile coincid, iar rezultatele obtinute in aceasta lucrare generalizeaza
cateva rezultate importante demonstrate de S. D. Jung, in [J. Geom. Phys. 39
(2001) 253-264.) In finalul articolului sunt prezentate citeva aplicatii interesante
ale rezultatelor in fizica teoretica.

7. Catalin Gherghe: Harmonicity and spectral theory on Sasakian manifolds
(preprint, 2013).

Teoria aplicatiilor armonice intre varietati Riemanniene inzestrate cu structuri
geometrice speciale igi are originea in lucrarea lui Lichnerowicz [Applications har-
moniques et varietes Kdhleriennes, Symposia Mathematica 3(1980), 341-402].

Tanug si Pastore au dezvolatat o teorie a aplicatiilor armonice intre varietati
dotate cu structura metricd aproape de contact [Harmonic maps on contact met-
ric manifolds, Annales Math. Blaise Pascal, 2(1995), 43-53]. Urmand ideile lui
Rawnsley, ei au introdus o notiune asemanatoare olomorfiei. Folosind tehnici si-
milare, Chinea a studiat armonicitatea submersiilor definite intre varietati metrice
apropape de contact [Harmonicity on maps between almost contact metric mani-
folds, Acta Math. Hungar. 126 (2010), no. 4, 352-362]. In Sectiunea 3 demonstram
un rezultat similar cu cel obtinut de Lichnerowicz in cazul cand codomeniul este
varietate Sasaki.

Operatorul Laplace-Beltrami al unei varietati Riemann compacte, poate fi privit
ca operatorul Jacobi al unei aplicatii armonice constante definite pe varietate cu
valori in cercul unitate. Acesta este un motiv pentru a studia geometria spec-
trala a operatorului Jacobi asociat unei aplicatii armonice. Acest lucru a fost facut
de Urakawa pentru cazul varietatilor Kéahler cu curbura olomorfa constanta [Spec-
tral Geometry of the second variation operator of harmonic maps, Illinois J.Math.
33(1989), 250-267] si de citre Kang si Kim pentru cazul formelor spatiale Sasaki [On
the Spectral Geometry for the Jacobi Operators of Harmonic maps into a Sasakian
or Cosymplectic Space form, Comm. Korean Math. Soc. 12 (1997)]. In Sectiunea
4 demonstram ca spectrul operatorului Jacobi asociat unei aplicatii armonice cu
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valori intr-o forma spatiala Sasaki determina proprietatile geometrice al aplicatiei,
de exemplu pe cea de a fi morfism armonic.

In Sectiunea 5 demonstram o teorema de caracterizare a morfismelor armonice
pentru aplicatii definite pe o varietate Sasaki intr-o varietate Hermitiana. Acest
lucru este facut prin mijloace similare celor folosite de Gudmundsson si Wood in
cazul complex [Harmonic morphisms between almost Hermitian manifolds, Boll.
U.M.I. 11-B (1997) suppl. fas. 2, 185-197].

Remarcam de asemenea ca diseminarea rezultatelor din activitatea desfagurata in
cadrul proiectului in aceasta etapa s-a materializat nu doar prin publicarea de arti-
cole, ci si prin participarea cu diverse lucrari la conferinte nationale gi internationale.



